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VORWORT. 



Die ältere Einteilung des astronomischen Lehrgebäudes in sphä^ 
rische, theorische und physische Astronomie wird immer allge- 
meiner aufgegeben, seitdem die Astrophysik als ein selbständiger 
Wissenschaftszweig so erfolgreich emporgewachsen ist, und seitdem 
auch die Grenzlinien zwischen der sogenannten theorischen und der 
sogenannten physischen Astronomie bedeutungsloser geworden sind. 
Anscheinend ist unter den Fachmännern die Zustimmung zu 
einer andern Art der Einteilung im Wachsen begriflfen: 

Astronietrie, Astromechanik und Astrophysik. 

In dieser Einteilung umfaßt die Astrometrie dasjenige Lehr- 
gebiet, welches man früherhin als sphärische Astronomie bezeichnete, 
upd welches man so zu bezeichnen fortfuhr, obgleich dasselbe sich 
schon längst immer weiter über die bloße Sphärik hinaus ent- 
wickelt hatte. 

Die Astromechanik umfaßt nahezu diejenigen .Lehrgebiete, 
die man früher in der theorischen und in der physischen Astronomie 
gesondert behandelt hatte. 

Die Astrophysik nimmt einige Teile der früheren physischen 
Astronomie in sich auf und ist im übrigen das große neue Lehr- 
und Forschungsgebiet, welches aus der tieferen Erkenntnis und Ver- 
wertung der Lichtwirkungen hervorgegangen ist und auch das Stu- 
dium der elektrischen Vorgänge und Probleme im Himmelsraume, 
sowie die Aströchemie in sich aufnimmt. 

Die Scheidung der Astromechanik von der Astrophysik kann 
natürlich keine strenge sein, denn man kann auch bei-eits von 
einer Mechanik der Lichterscheinunge^ und der elektrischen und 
magnetischen Erscheinungen, sogar der chemischen Vorgänge reden; 
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4 Vorwort. 

aber die Astromechanik, entsprechend dem französischen Ausdruck 
„Mecanique Celeste", beschränkt sich einstweilen auf die Theorien 
von den makrokosmischen Bewegungserscheinungen, und zwar 
hauptsächlich von den unter der Wirkung der sogenannten allge- 
meinen Massenanziehung vor sich gehenden. 

Die Astrometrie, als die jGrrundlage dieser Astromechanik, näm- 
lich als die Lehre von den Maßbestimmungen der makrokos- 
mischen Konfigurationen und ihrer Veränderungen, läßt sich nicht 
Völlig streng von demjenigen Teilgebiet der Astrophysik scheiden, 
welches sich auch mit Bewegungsmessungen im Himmelsraume 
auf Grund der feinsten Zerlegungen des Jiichtes und mit der Ver- 
wertung der Photographie für die Maßbestimmung makrokosmischer 
Bewegungserscheinungen beschäftigt. 

Ebenso wenig aber kann die Astrophysik in Lehre und For- 
schung ihrerseits der Grundlagen der Astrometrie entbehren, ün- 
voUkommenheiten der Abgrenzung haften aber in einem gewissen 
Grade allen Einteilungen an. Was in dein einen Abschnitte oder 
Zweige in ßinen größeren Zusammenhang fundamental eingeordnet 
erscheint, das kommt in einem anderen als Hülfsmittel oder Neben- 
aufgabe und Nebenergebnis zur Sprache. 

Die Astrometrie, als Lehre von der Ortsbestimmung im 
Himmelsraume oder von den Maßbestimmungen der makrokos- 
mischen Konfigurationen und ihrer Veränderungen, hat zu- 
gleich die. Aufgabe, solche Konfigurationsänderungen oder -bewe- 
gungen, welche durch die besondere Einfachheit und Stetigkeit ihres 
Verlaufs sich zum Grundmaße aller anderen Bewegungserscheinungen 
eignen, aufzusuchen, zu^erforschen und für die Maßbestimmung aller 
Bewegungen zn verwerten. Die Astrometrie wird dadurch überhaupt 
zu demi Fundament der Wissenschaft und Lehre von der Zeit- und 
Raummessung. In diesem mehr kritischen und erkenntnis-theoreti- 
schen Sinn will ich die ganze. Aufgabe behandeln, indem ich auf 
Volktändigkeit im einzelnen und besonders in den numerischen 
Angaben verzichte. 

In dem vorliegenden ersten Heft sind nun die Grundzüge der 
Ortsbestimmungen am Hinlmel sowie der Zeit- und Raumijiessung, 
Bodann die Koordinatensysteme und die Bezeichnungen, femer die 
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Vorwort. 5 

ersten Näherungen der Koordinatenmessungen im Sinne der so- 
genannten Sphärik behandelt. 

Die Fortsetzung soll in einer freien Folge von ähnlichen Heften 
gegeben werden. 

Nach Inhalt und Form ist das Ganze nicht bloß für Astro- 
nomen und für den astronomischen Unterricht, sondern auch für 
Studierende und Lehrer aller mathematisch-naturwissenschaftlichen 
Fächer, sowie überhaupt für die Freunde der exakten Forschung 
bestimmt. 

Berlin-Westend, im Sommer 1904. 

Prof. Wilhelm Foerster. 
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Der Ort ehies (Gegenstandes der Außenwelt wird bestimmt durch Die Ortsbe- 
seinen kürzesten Abstand von einem irgendwie festgelegten An- üÄaupt . 
fangspunkt oder Ursprung und durch die Lage der geraden Linie, 
in welcher dieser kürzeste Abstand gemessen wird, gegen mindestens 
zwei verschiedene, durch den Ursprung gehende feste gerade Linien 
oder Richtungen. 

Es ist eine Frage der physikalischen und erkenntniß-theoreti* 
sehen Kritik, ob das Idealgebilde einer geraden Linie zwischen 
zwei Punkten im Räume überhaupt für die Messung in unserer 
Außenwelt irgendwie zu verwirklichen ist. Bisher hat man ange-»- 
nommen, daß die Fortpflanzung der Lichtwirkungen in einem Me- 
dium, welches dieser Fortpflanzung nach allen Richtungen homogene 
Bedingungen darbietet (in einem sogenannten isotropen Medium) 
eine geradlinige Richtung zwischen einem lichtentsendenden Punkte 
und einem von diesem Lichte unmittelbar getroffenen Punkte dar- 
stellt. Gewisse geodätische Messungsreihen, in denen lineare Ab- 
standsmessungen mit Richtungsmessungen verbunden sind, baten 
diese Annahme mit einem Genauigkeitsgrade bestätigt, welcher 
auch für die Anwendung derselben Annahmen in der Astronomie 
genügende Rechtfertigung gewährt. In der Tat haben sich auch 
bei der bisher schon erfolgten Anwendung dieser Annahmen auf 
letzterem Gebiete noch keinerlei Schwierigkeiten oder Bedenken 
ergeben. ..--./. 

Bei der Bestimmung des Ortes eines Gegenstandes der Außen- 
welt durch den Abstand von einem festen Ursprünge und durch 
die Lage der geraden Abstandslinie (des Radius Yector od^* 
Vector) gegen zwei verschiedene, durch den Ursprung gelegte 
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8 L Die Sphärik. 

feste Richtungen hat zunächst die menschliche Innenwelt die Ver- 
mittelung zu übernehmen. Die Nervenfläche oder Netzhautfläche 
unseres Auges empföngt die Lichtwirkungen sowohl von dem 
Gegenstande, dessen Ort zu bestimmen ist, als auch von dem 
Gegenstande, welcher als der Träger des festen Punktes oder 
Ursprunges für die Ortsbestimmung dienen soll. Die Lage beider 
örter wird zunächst auf den jeweiligen Ort der lichtempfangendeu 
Nervenfläche des Beobachters bezogen und in der die bezüglichen 
Eindrücke zusammenfassenden und bewahrenden Gehirn-Provinz 
desselben in Verbindung mit anderweitigen Wahrnehmungen und 
Erinnerungen derartig mathematisch verwertet, daß schließlich der 
jeweilige Ort der lichtempfangenden Stelle jener Nervenfläche eli- 
. zhiniert und der Ort des bezüglichen Gegenstandes an den Ort des 
Ursprungs angeknüpft, mit anderen Worten, die rein subjektive 
Ortsbestimmung in eine objektivere übergeführt wird. 
Dasbinoka- Hierbei ist es einerseits eine Erschwernis, andererseits eine 

und^cUe^Au- Sicherung und Vervollständigung des Verfahrens, daß der mit 
genparaiiaxe. 2wei Augen ausgerüstete Mousch den Lichtwirkungen zwei Nerven- 
flächen darzubieten vermag, auf deren jeder ein subjektiver An- 
fangspunkt oder Ursprung für die Ortsbestimmung von Gegenständen 
der Außenwelt gewählt werden kann. — Von einem lichtentsen- 
denden Punkte der Außenwelt (dem Objekt) wird auf jeder der 
heiden Netzhautflächen eine Reizwirkung hervorgerufen in Gestalt 
einer sehr kleinen Bildfläche, deren Umriß ein stark verkleinertes 
Abbild der — nahezu kreisförmigen — freien Augenöffnung dar- 
stellt Diese beiden Bilder des lichtentsendenden Punktes werden 
von der Innenwelt unseres Vorstellungslebens (dem Subjekt) nur 
dann als die Wirkung eines und desselben Punktes, aus dessen 
Lichtwirkung sie hervorgehen, zutreffend empfunden, wenn sie an 
sogenannten korrespondierenden Stellen der beiden Netzhautflächen 
in Empfang genommen werden« Diese Bedingung wird durch in- 
stinktive Gewöhnung und reflektorische Aktion der Muskeln, welche 
jedem der beiden Augen eine bestimmte Richtung geben können, 
derartig erreicht^ daß jede der beiden sogenannten Augenachsen 
auf den Gegenstand gerichtet wird. Hierdurch entsteht dann in- 
stinktiv «der Grundtypus einer Art von Dreiecksmessung, bei welcher 
die gerade Verbindungslinie der beiden Bilder oder die sogenannte 
Aügendijstanz die Grundlinie und das Objekt die Dreiecksspitze 
bildet- Je kleiner der Abstand des Objekts von der Grundlinie, 



Digitized by 



Google 



I. Die Sphärik. 9 

desto stärker müssen die Richtungen der beiden Augen achsen gegen- 
einander konvergieren, um die beiden Bilder an die korrespon- 
dierenden Stellen der Netzhautflächen zu bringen und sie dadurch 
im Bewußtsein zu vereinigen, wobei sich ihre Wirkungen sum- 
mieren. 

In der physiologischen Dioptrik, insbesondere auch in der Lehre 
von den stereoskopisohen Wahrnehmungen, wird die Bedeutung 
näher erörtert, welche diese gewissermaßen trigonometrischen Ein- 
stellungen der beiden Augen und die dadurch mehr oder minder 
instinktiv ermöglichten Schätzungen von Verschiedenheiten der Ab- 
stände der uns zunächst umgebenden Objekte für unsere erste 
Orientierung im Räume haben. 

Es ist aber auch an dieser Stelle förderlich, bei obiger Be- 
trachtung etwas zu verweilen, weil sie uns mit Hülfe sehr ein- 
facher Wahrnehmungen sofort den Begriff der „Parallaxe" in 
das Gebiet der Ortsbestimmungen und Abstandsmessungen ein- 
führen hilft. 

Die größere oder geringere Konvergenz der beiden Augenachsen 
bei der Fixierung des Anblicks eines näheren oder entfernteren 
Objektes kommt wohl zunächst zu unserm Bewußtsein durch die 
Empfindung des Grades der zugehörigen reflektorischen Betätigung der 
Muskeln, welche die jeweilige Richtung der Augenachsen regulieren. 
Man kann aber nach der Einstellung beider Augen auf einen und 
denselben Gegenstand sofort auch durch abwechselndes Schließen 
und Öffnen der beiden Augen wirkliche trigonometrische Messungen 
mit Hülfe der Augendistanz ausführen. In Fig. 1 bezeichne R den 
Punkt, um welchen das rechte Auge bei der Fixierung des (als 
lichtentsendender Punkt G angenommenen) Objektes durch die Richt- 
muskeln gedreht wird, L dasselbe für das linke Auge. Wenn 
dann fFW^eine entfernte Wand darstellt, auf welcher ein maßstab- 
artiges System von Marken oder Strichen aufgetragen ist, so sieht 
man leicht, daß beim Schließen des rechten Auges das Bild von G 
im linken Auge mit dem Bilde eines Striches Si zusammenfällt, 
welcher in der Verlängerung der Richtung von L nach G gelegen 
ist. (Dies ist zwar nur näherungsweise richtig, denn das Bild von 
G fällt nur dann genau zusammen mit dem Bilde von L;, wenn 
der letztere Punkt in der Verlängerung der Richtung von dem 
vorderen Knotenpunkte des Auges nach G hin liegt. Dieser Knoten- 
punkt liegt indessen zu dem Drehpunkt L derartig, daß für die 
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10 I. Die Sphärik. 

vorliegende Art von Betrachtung kein erheblicher Fehler durch 
obige Annahmen entsteht. 

Wenn man sodann das rechte Auge öffnet und das linke 
schließt, während die Stellung des Kopfes zu G und z\xWW un- 
verändert bleibt, so sieht man jetzt im rechten Auge das Bild von 
G mit dem Bilde eines Striches Sr zusammenfallen, welcher in der 
Verlängerung der Eichtung von R nach G liegt. Ist dann die 
Wand WW oder wenigstens die Strichreihe auf derselben nahezu 
parallel zu der Augendistanz ÄL, so kann man einfach aus dem 
Verhältnis der Strichdistanz SiSr (=s) zu der Augendistanz ÄL 
(= a) die Lage des Objektes G zwischen RL und WW be- 
rechnen. Es ist nach den Voraussetzungen der Figur 

GR _ GL _ RL _a 

GSr~ GSi~ SrSi ~S 

Kennt man die Augendistanz a, so kann man* aus der be- 
obachteten Ortsveränderung 5, welche das Bild von G bei ab- 

^ wechselndem Schließen 

*^ S7\ 7^ ^ und Öffnen der beiden 

Augen (in unveränderter 
Kopflage) innerhalb der 
Reihe der Striche S er- 
fährt, die Abstände des 
Objektes G von der 
Augendistanz berechnen, 
/\ sobald man auch den 

/\ Abstand der Wand W W 

^ ^ von der Augendistanz 

Fig. 1. kennt; oder umgekehrt 

wenn man die Lage von 
G zwischen ÄL und W VT kennt, vermag man aus der beobachteten 
Verschiebung « des Bildes von G in der Strichreihe auch die Augen- 
distanz a zu bestimmen usw. Man hat beispielsweise, wenn der 
kürzeste Abstand zwischen der Wand WW und der Augendistanz 
RL (=D) bekannt und s ebenso wie a gemessen ist, zur Be- 
stimmung des kürzesten Abstandes des Objektes G von der Augen- 
distanz RL (=d) die Gleichung 

D — d s \s-\'aj 
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I. Die Sphärik. 11 

Ebenso auch, wenn d bekannt, sowie « und a gemessen sind: 

Der Winkel RGL^ welcher in obiger Figur ein wesentliches Be- 
stimmungsstück für die projektivische Verschiebung des Bildes von 
G durch die abwechselnde Isolierung des Sehens mit dem einen 
und mit dem andern Auge (bei unveränderter Lage des Kopfes) 
bildet, wird mit dem Namen „Augen-Parallaxe" bezeichnet. 
Der Ausdruck „Parallaxe'' ist nämlich geprägt für alle diejenigen 
Änderungen, welche — bei unveränderter Lage des Objektes — 
die Eichtung vom beobachtenden Subjekte nach dem Objekte hin 
lediglich durch die Ortsveränderung des Subjektes erleidet, und 
die letztere Ortsveränderung wird in dem obigen Beispiel durch 
die abwechselnde Benutzung des einen und des andern Auges dar- 
gestellt. 

Bei gleichzeitigem Sehen mit beiden Augen kommt dioDasstereo 
Augen-Parallaxe und ihre Abhängigkeit von dem Verhältnis zwischen ^^^^^^ ^^ 
dem Abstände der beiden Augen voneinander und den Abständen 
der Objekte nicht unmittelbar zu so deutlichem Bewußtsein, wie 
es nach Fig. 1 bei abwechselndem Schließen und Öffnen der beiden 
Augen mit der abwechselnden Projektion des Objektes G auf die 
entfernteren Objekte Sr und Si der Fall ist. Bei gleichzeitiger 
Anwendung beider Augen wird nämlich, sobald G deutlich ins 
Auge gefaßt ist, weder Sr noch Si ganz deutlich gesehen, und zwar 
hauptsächlich deshalb nicht, weil z. B. das Bild, welches von Sr in 
dem linken, auf G und Si gerichteten Auge entsteht, auf eine 
Stelle der Netzhaut dieses Auges trifft, welche zu derjenigen Stelle 
der Netzhaut des rechten Auges, an der gleichzeitig das Bild von 
Sr und G entsteht, nicht korrespondierend ist, so daß dann die 
Vereinigung der beiden Abbildungen von Sr im Bewußtsein und 
damit überhaupt die Deutlichkeit des Anblicks von Sr gestört ist. 
Dasselbe gilt für die gleichzeitige Abbildung von S/ in den beiden 
auf das Objekt G gerichteten Augen. Bei gleichzeitigem Sehen 
mit beiden Augen äußert sich daher die pai'allaktische Wirkung mit 
Deutlichkeit eigentlich nur in dem sogenannten stereoskopischen 
Effekt. Der Kern dieses Effektes besteht darin, daß von allen 
Objekten, welche, beispielsweise nach Fig. 1 für das linke Auge 
durch G verdeckt sind, Abbildungen in dem rechten Auge entstehen 
und zwar Abbildungen, welche keine Konkurrenz im Bewußtsein 
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12 I. Die Sphärik. 

durch eine störende Abbildung derselben Objekte an nicht korre- 
spondierenden Stellen des andern Auges erfahren. Dasselbe ist 
umgekehrt der Fall im linken Auge mit den Objekten, welche für 
das rechte Auge durch G verdeckt sind. 

Das körperliche oder räumliche Sehen kommt offenbar durch 
das parallaktische Zusammenwirken der beiden Augen in obiger 
Weise zustande, aber in seinem Entstehen wird es uns nur völlig 
deutlich bewußt durch abwechselndes Schließen und Öffnen der 
beiden Augen. Der volle stereoskopische Effekt kann aber auch 
bei gleichzeitiger Anwendung beider Augen dadurch erzielt werden^ 
daß man die relative Lage der umgebenden Objekte, wie sie sich 
bei Schließung des einen und bei Öffnung des andern Auges dar- 
stellt, graphisch in einer Fläche abbildet und sodann dasselbe bei 
unveränderter Lage des Kopfes, mit Anwendung des vorher ge- 
schlossenen und mit Schließung des vorher geöffneten Auges aus- 
führt. Wenn dann jede dieser beiden gesonderten Darstellungen 
demjenigen Auge, welches bei der Aufnahme derselben zur An- 
wendung gekommen ist, unterbreitet wird, und zwar in solcher 
Weise, daß jedes Auge dabei nur die ihm zugehörige Abbildung 
erblickt, so erscheint bei gleichzeitiger Ausführung dieser Betrach- 
tung mit beiden Augen sofort im Bewußtsein der ganze Anblick 
der bezüglichen Umgebung räumlich vertieft und körperlich ge- 
staltet. 

Statt der graphischen Ausführung solcher gesonderten Dar- 
stellungen mit je einem der beiden Augen kann auch die photo- 
graphische Abbildung der Umgebung derartig dienen, daß man den 
photographischen Apparat bei den Aufnahmen successive an die 
Stelle der beiden Augen setzt. Unterbreitet man sodann diese ge- 
sonderten Abbildungen in obiger Weise den zugehörigen Augen, so 
entsteht in gi-oßer Vollendung derselbe Eindruck der räumlichen 
Vertiefung und körperlichen Gestaltung des Anblickes der bezüg- 
lichen nächsten Umgebung. 

Wenn man diese beiden photographischen Aufnahmen einer 
und derselben Gruppe von Objekten an zwei Standorten ausführt, 
deren Distanz voneinander beliebig viel größer ist, als die Augen- 
distanz, so kann man die Wahrnehmung der räumlichen Vertiefung 
und der körperlichen Gestaltung auch auf viel größere Entfernungen 
hin näherungsweise erlangen, sobald man das Ergebnis der auf dem 
Standorte links ausgeführten Aufnahme dem linken Auge und das 
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I. Die Sphärik. 13 

Ergebnis der auf dem Standorte rechts ausgeführten Aufnahme 
gleichzeitig dem rechten Auge unterbreitet. 

Mit Hülfe von Prismen und Spiegeln kann man aber auch 
ohne photographische Aufnahmen den beiden Augen gleichzeitig 
eine entferntere Gruppe von Objekten räumlich und körperlich 
deutlicher in ihrer gegenseitigen Lage und in ihren verschiedenen 
Abständen vom Beobachter zur unmittelbaren Anschauung bringen, 
indem man jedem der beiden Augen die Lichtstrahlen durch Spiege- 
lungen zuführt, die von derselben Gruppe von Objekten auf Prismen 
oder Spiegel fallen, deren einer in einem größeren Abstände rechts 
vom rechten Auge, und deren anderer in demselben größeren Abstände 
links vom linken Auge sich befindet. Falls die obenerwähnten 
beiden zusammengehörigen photographischen Aufnahmen nicht 
gleichzeitig erfolgen und in der Zwischenzeit Veränderungen in 
der Gruppierung der Objekte stattfinden, wird sofort die Zusammen- 
fügung der beiden Bilder zu einer und derselben räumlichen An- 
ordnung im Bewußtsein aufs empfindlichste gestört, und man 
besitzt dadurch in dem ganzen binokularen und stereoskopischen 
Verfahren ein ausgezeichnetes Hülfsmittel zur Erkennung der ge- 
ringsten Veränderungen in jenen Gruppierungen. Die einfache 
Augenparallaxe kann natürlich für Abstandsbestimmungen nur in 
der nächsten Umgebung des Beobachters irgend eine praktische 
näherungsweise Bedeutung haben. Sie ist daher im wesentlichen 
nur instruktiv, aber für die ersten Unterweisungen auf dem Gebiete 
des Messungswesens und der Trigonometrie hat sie in der Tat eine 
noch viel zu wenig verwertete Bedeutung. 

Für die eigentliche Abstands- und Richtungs-Messung, wobei Das visie 
auch Ortsveränderungen des Beobachtungssubjektes eintreten, ^**^*^®"^ 
muß aber das Zusammenwirken der beiden Augen aufgegeben 
werden. Hier vertritt nur eines der beiden Augen den Beobachter. 
Da aber auf der Nervenfläche des einzelnen Auges kein bestimmter 
Fixpunkt als Einstellungspunkt für das Bild eines anvisierten Ob- 
jektpunktes und auch kein direktes Messungsmittel für die Ver- 
änderungen der Richtung der Augenachse vorhanden ist, so muß 
durch künstliche Veranstaltung außerhalb des Auges und in nächstem 
Anschlüsse an dasselbe mit Hülfe zweier Objektpunkte, die in 
fester Verbindung miteinander aber nicht zu nahe aneinander sind, 
die Verkörperung einer Richtung geschaffen werden, die man mit 
Hülfe des Auges auf beliebige andere Objektpunkte — nahe und 
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14 1. Die Sphärik. 

Das Diopter, ferne — einstellen kann. Dies geschieht in bekannter elementarer 
Weise, z. B. beim Schießen mit „Visier und Korn", vollkommener 
mit Hülfe zweier kreisförmigen Öffnungen, von denen die eine, 
möglichst klein zu haltende (die Okular -Visieröffnung), dicht vor 
das Auge gebracht wird, die andere, mit der ersteren durch ein 
Rohr oder überhaupt durch einen festen Rahmen zu verbindende 
und größer zu gestaltende (die Objektiv -Visieröffnung) auf die 
einzustellenden Objekte gerichtet wird. Wenn nun die Okular- 
öffnung konzentrisch vor die Augenöffnung gebracht wird und dann 
auf der Netzhaut des Auges das Bild eines entferntereu Objekt- 
punktes in der Mitte des Bildes der freien Objektivöffnung des 
Rohres erscheint, so darf mau annehmen, daß die Richtung des 
Lichtstrahls, welcher von dem entfernteren Objektpunkte durch 
den vorderen Visier- oder Knotenpunkt des Auges selber geht, nahe 
übereinstimmt mit der Richtung, welche in dem Zeitpunkt jener 
Einstellung den Mittelpunkt der kreisförmigen Okularöffnung mit 
dem Mittelpunkt der kreisförmigen Objektivöffnung verbindet. Dies 
ist die Grundlage und die Technik des Visierens oder der Richtungs- 
einstellung mit bloßem Auge, insbesondere der astronomischen 
Richtungsmessung geworden. Die Lage der geraden Linie zwischen 
dem Mittelpunkt der Okularöffnung und dem Mittelpunkt der Ob- 
jektivöffnung, also nahezu die Figuraxe des Rohres oder Rahmens, 
mittels dessen die Fassungen der beiden Öffnungen verbunden 
werden, ergibt in dem Augenblick, in welchem der entferntere 
Objektpunkt dem Auge im Mittelpunkte der freien Objektivöffnung 
erscheint, die Lage des von diesem Objektpunkt auf die Mitte der 
Vorderfläche des Auges fallenden Lichtstrahles, und durch die 
Kleinheit der Okularöffnung wird auch die gleichzeitige Deutlichkeit 
des Sehens des entfernteren Objektes und der Ränder der näheren 
Objektivöffnung begünstigt. 

Die Camera. jjur bei Sehr hellen Objekten, insbesondere bei der Sonne, 

oDSCura und ... 

das Fernrohr, kauu die derzeitige Richtung der Strahlen auch durch die Projektion 
von Schatten Wirkungen im Räume festgelegt werden. Am vollkom- 
mensten geschieht dies in der sogenannten camera obscura, in welcher 
das von einem leuchtenden Objektpunkte geworfene Schattenbild 
der die Objektivöffnung umrahmenden kreisförmigen Fassung in Ge- 
stalt eines diese Öffnung selber darstellenden hellen Scheibchens auf 
einer ebenen, diffus reflektierenden oder diffus durchsichtigen Fläche, 
mit möglichstem Ausschlüsse alles andern Lichtes (daher camera 
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obscura) aufgefangen wird. Die gerade Linie, welche den Mittel- 
punkt dieses Bildes der freien Objektivöffnung mit dem Mittelpunkte 
dieser letzteren selber verbindet, stellt dann die Bichtung des von 
dem leuchtenden Objektpunkte auf den letzteren Mittelpunkt 
falleiiden Lichtstrahles dar. 

Eine Konfiguration von leuchtenden Objektpunkten, wie sie 
z. B. die Sonnenscheibe bilden, erscheint natürlich in der camera 
obscura als eine entsprechende Konfiguration von Bildern der freien 
Öffnung, und die Ähnlichkeit zwischen dieser Konfiguration von 
Bildern und der Konfiguration der leuchtenden Objektpunkte wird 
um so deutlicher, je kleiner die freie Öffnung selber ist, und je 
kleiner danach auch ihre Bilder sind. 

Tritt an die Stelle des einfachen Diopterrohres mit kleiner 
Okularöffnung und größerer Objektivöffnung das dioptrische (Linsen-) 
oder das katoptrische (Spiegel-)Fernrohr, so wird die Richtung der 
von einem Objektpunkte herkommenden Strahlen dargestellt und 
ersichtlich gemacht durch die gerade Linie, welche das von dem 
Lichte dieses Objektpunktes mittels der Linsen- oder Spiegel-Systeme 
erzeugte Bild mit einem durch die Theorie und die besonderen 
Einrichtungen des bezüglichen Systems scharf bestimmten Punkte 
des letzteren verbindet. 

Die nächste Aufgabe für die Ortsbestimmung ist nun die Fest- 
haltung und Verwertung der jeweiligen Richtungsbestimmung mit 
dem Diopterrohr, durch dessen Okularöffnung man mit dem Auge 
nach dem Objektpunkte, mittels Einstellung desselben in die Mitte 
der Objektivöffnung, visiert hat, oder der Richtungsbestimmung mit 
der camera obscura, in welcher man unter der schattenwerfenden 
Wirkung sehr hell leuchtender Objekte die Projektionsbilder der 
freien Objektivöffnung an einer bestimmten Stelle aufgefangen hat 
oder endlich der Richtungsbestimmung mit dem Fernrohr, in wel- 
chem man die Lage der Bilder der Objektpunkte gegen bestimmte 
feste Punkte in der Bildebene mit der Okularlupe beobachtet hat. 

Die Festhaltung der durch jene Hülfsmittel in einem bestimmten Die Festha 
Zeitpunkte beobachteten Richtung der Lichtstrahlen, die von einem ^"^g^gy^igj;^*' 
Objektpunkte auf die Mitte der Objektivöffnung des Diopters fallen waratosui 
(beim Fernrohr auf einen scharf bestimmbaren Punkt des objektiven seiner Lage 
Linsen- oder Spiegel-Systems weisen), könnte nun zunächst relativ ^"^®*'""^*' 
gegen die Richtungen der von andern, hierzu geeigneten Objekt- 
punkten ausgesandten Strahlen geschehen, indem man nämlich be- 
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obachtet, ob und welche Objektpunkte, die in größerem Abstände 
vom Beobachter liegen, gleichzeitig im Gesichtsfelde mit dem 
näheren Objektpunkte wahrnehmbar sind, und indem man durch 
Schätzung oder Messung die relative Lage des Bildes des näheren 
Objektpunktes gegen die Bilder der entfernteren Objektpunkte fest- 
legt, bezw. das vollständige Zusammenfallen der Richtung nach 
den letzteren hin mit der Richtung nach den ersteren hin kon- 
statiert. Wenn dann der Beobachter mit dem Apparat der Richtungs- 
messung weiterhin seinen Ort verändert und von dem neuen Ort 
aus, dessen geradliniger Abstand von dem vorherigen Orte durch 
Maßstäbe usw. ausgemessen wird, wiederum die Richtung nach 
dem vorher anvisierten Objektpunkte einstellt, sodann dieselbe 
wiederum relativ festlegt gegen die Richtungen nach entfernteren 
Objektpunkten, welche gleichzeitig in dem Gesichtsfelde des Visier- 
apparates erscheinen, so läßt sich hieraus die Lage des von den 
beiden Beobachtungsorten aus anvisierten näheren Objektpunktes 
gegen diese beiden Beobachtungsorte und gegen ihre gerade Ver- 
bindungslinie vollständig nach Abständen und Richtungen ermitteln, 
sobald man die Winkel gemessen hat, welche die Richtungen nach 
den entfernteren Objektpunkten von den beiden Beobachtungs- 
orten aus mit der Richtung der geraden Verbindungslinie dieser 
beiden Orte bilden. Diese Winkel sind aber um so sicherer be- 
stimmbar, nämlich um so weniger durch Ortsveränderungen jener 
entfernteren Objekte selber und durch die Veränderungen und Ver- 
schiedenheiten der Lage der Beobachtungsorte veränderlich, je 
größer die Abstände jener, als Anhaltspunkte dienenden, entfernten 
Objektpunkte von den Beobachtungsorten sind. Am vollkommen- 
sten werden diese Bedingungen für uns erfüllt durch die Fixsterne, 
da die Richtungen der von einem Fixstern ausgesandten Strahlen 
sogar nach den verschiedensten Punkten des Erdkörpers hin nur 
unmeßbar kleine Winkel miteinander bilden. Und die vollkommen- 
sten Ortsbestimmungen auf der Erde, sowie überhaupt in der uns 
näheren Erscheinungswelt, schließen sich in der Tat mit Hilfe der 
Fixsterne im wesentlichen an die vorstehend erörterten Grundzüge 
des Ortsbestimmungs -Verfahrens an. 

Um nun aber die Kenntnis der Winkel zu erlangen, welche 
die Richtungen der von den verschiedenen idealen Objektpunkten 
dieser Art ausgesandten Lichtstrahlen miteinander und mit den 
Richtungen der geraden Verbindungslinien der verschiedenen Be^ 
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obachtungsorte bilden, muß man die Visierapparate um gewisse 
Achsen drehbar und diese Drehungen durch eingeteilte Kreise, deren 
Ebenen rechtwinklig zu den Drehungsachsen liegen, meßbar machen. 
Am vollkommensten wird aber schließlich diese Winkelmessung 
mit Hilfe der Drehung des Erdkörpers und ihrer Einteilung durch 
die zeitmessenden Apparate ausgeführt werden. 

Die nächstliegende Disposition zur Bestimmung des Winkels Die orundzü- 
zwischen zweien, durch die Einstellungen des Visierapparates dar- leimessung! 
gestellten Strahlenrichtungen besteht darin, daß man den Visier- 
apparat in der Ebene des zu messenden Winkels um eine recht- 
winklig zu dieser Ebene zu stellende Achse drehbar macht und 
dann den Drehungswinkel, der zum Übergang von der einen Ein- 
stellung auf die andere erforderlich wird, an einem parallel zu 
derselben Ebene, also rechtwinklig und konzentrisch zu der Drehungs- 
achse liegenden eingeteilten Kreise ablesbar macht. Bei dem Diopter 
kann der Mittelpunkt dieser Drehung ebenso wohl mit dem Mittel- 
punkt der ObjektivöfFnung oder der Okularöffnung, wie mit irgend 
einem, zwischen diesen beiden und auf ihrer Verbindungslinie liegen- 
den Punkte zusammenfallen, je nach konstruktiven Erwägungen. 
Dieser Drehungsmittelpunkt gilt dann jedenfalls als der eigentliche 
Beobachtungsort der Richtungs- und Abstands-Bestimmungen für 
die nähere Erscheinungswelt. Bei den Fernröhren wäre es theore- 
tisch am richtigsten, den ersten (vorderen) Visier- oder Knoten- 
punkt des objektiven Linsensystems oder einen entsprechenden 
Punkt des objektiven Spiegelsystems zum Drehungsmittelpunkte 
bei den Winkelmessungen zu machen. Nach konstruktiven Gesichts- 
punkten wird man aber bei den feinsten Winkelmessungen, zumal 
bei den astronomischen, bei denen es auf kleine Verschiedenheiten 
der Lage der Drehungsmittelpunkte und des eigentlichen festen Be- 
obachtungsortes gar nicht ankommt, einen Punkt der Fernrohrachse 
zum Drehungsmittelpunkte machen, der zwischen dem Objektiv- 
und dem Okularende liegt und die einfachste und vollständigste 
Ausbalanzierung des Rohres bei beliebigen Lagen zur Richtung der 
Schwere gestattet. 

Wenn die Messung des Winkels zwischen zwei durch einen 
und denselben Beobachtungsort gehenden Richtungen auf obige ein- 
fache Weise erfolgen soll, bedarf es aber besonderer, auch wieder 
mit Drehungen zur Anwendung zu bringender Vorrichtungen, durch 
welche die zur Drehungsachse rechtwinklige Ebene des eingeteilten 

Foerster, Astrometrio. 2 
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Kreises zanächst parallel zu der Ebene des zu messenden Winkels 
gestellt wird. 

Die univer- Universaler wird die ganze Aufgabe gelöst, wenn man die 

messung im ^ben erwähnten Erleichterungen und Sicherungen konsequent ver- 
di^^i^xsterae^ ^^''*®*'' ^^® ^^® ^^^ ^^® Fixsteme als ideale Objektpunkte, gegen 

Das Wesen deren Abstände von uns alle Abstände auf der Erde verschwindend 
'^ ^ " * klein sind, und deren Ortsveränderungen selber infolgedessen auch 
unter den minimalsten Winkeln oder Richtungsänderungen für uns 
erscheinen, in so überaus günstiger Weise darbieten. Darauf, daß 
wir bei allen gleichzeitigen Messungen auf der ganzen Erde die 
Entfernungen der Fixsterne als unendlich groß und als unbestimmt 
einander gleich ansetzen dürfen, also diese Sterne bei allen solchen 
Messungen als auf einer und derselben Kugelfläche befindlich be^- 
trachten dürfen, als deren Mittelpunkt sich jeder Beobachter auf 
der Erde in einem und demselben Zeitpunkte mit gleichem Rechte 
ansehen darf, darauf begründet sich das vereinfachte und univer- 
sale Messungs- und Berechnungs-Verfahren für die Ortsbestimmung 
im Räume, welches wir als die Sphärik oder die sphärische 
Trigonometrie bezeichnen. 

Die Sphärik stellt in der Tat nicht bloß die erste Entwick- 
lungsstufe der Messungen im Gebiete der Himmels-Erscheinungen 
dar, die sich für den unmittelbaren Augenschein in der Tat an 
einer und derselben Kugelfläche zu vollziehen scheinen, in deren 
Mittelpunkte sich der Beobachter zu befinden wähnt, sondern die 
Sphärik bildet auch dauernd für die vollkommensten Messungen 
und Ortsbestimmungen im Räume in dem grundlegenden Anschluß 
an die Fixsterne, für welche der ganze Erdkörper sich nur als ein 
Punkt darstellt, das Fundament, von welchem ausgehend auch die 
Messungen und Ortsbestimmungen in der näheren Erscheinungswelt 
mit den konvergentesten Annäherungen und in den durchsichtigsten 
Formen der mathematischen und rechnerischen Behandlung zum 
Ziele gelangen. 

Die sphäri- Während die vollständige Lehre von der Ortsbestimmung im 

^^^^mltrfe*'^^ Ra^^ö orst in der Koordinaten-Lehre von Descartes im 17. Jahr- 
hundert konsequente mathematische und rechnerische Formen er- 
hielt, wurde schon viel früher nicht bloß die Lehre von der Orts- 
bestimmung in der Ebene in Gestalt der ebenen Trigonometrie, 
sondern auch die sphärische .Trigonometrie als die grundlegende 
Stufe der Ortsbestimmung im Räume, und zwar schon in der Blüte- 
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zeit der griechischen Wissenschaft, zu einer gewissen formalen 
Vollendung entwickelt. Und zwar scheint dieses Verdienst dem 
großen Astronomen Hipparch von Ehodos (um 140 v. Chr.) zu ge- 
bühren. Natürlich sind vereinzelte Entwicklungsstufen auch schon 
früher in der griechischen, sowie in der babylonischen, der ägyp- 
tischen und der ostasiatischen Wissenschaft vorhanden gewesen, 
z. B. in Gestalt gewisser Zahlen -Paradigmen, wie auch des so- 
genannten pythagoräischen Lehrsatzes, hauptsächlich aber wohl in 
Gestalt graphischer Methoden, für welche man bei den Aufgaben 
der sphärischen Trigonometrie Modelle von Hohlkugeln formte. 

Während die ebene Trigonometrie nichts anderes ist als — in 
der neueren Terminologie ausgedrückt — die der analytischen Geo- 
metrie der Ebene angehörende Lehre von den Polar-Koordinaten in 
der Ebene und ihren Transformationen, ist die sphärische Trigono- 
metrie nichts anderes, als die durch indifferente Gleichsetzung der 
Radien- Vectoren, entsprechend den oben erörterten, in der Stern- 
welt obwaltenden Bedingungen, vereinfachte, der analytischen Geo- 
metrie des Raumes angehörende Lehre von den Polar-Eoordinaten 
im Räume. 

Bei den Anwendungen dieser vereinfachten Lehre von den 
Polar-Eoordinaten im Räume auf die großen astronomischen und 
geodätischen Ortsbestimmungs- Aufgaben ist es völlig unnötig, wie 
es um die Mitte des 19. Jahrhunderts auf Grund eines gewissen 
mathematischen Purismus in den Lehrbüchern der sphärischen 
Astronomie geschah, jedesmal wieder von den allgemeineren Formeln 
der analytischen Geometrie des Raumes auszugehen und dann immer 
wieder die Radien- Vectoren indifferent gleich Eins zu setzen. Es 
genügt vielmehr und es ist methodisch und pädagogisch das viel 
rationellere Verfahren, die fundamentale Hypothese der Sphärik 
auf dem Gebiete der astronomischen und geodätischen Ortsbestim- 
mungen ein für allemal als erste Näherung zu Grunde zu legen 
und somit von den astronomischen Messungsobjekten zunächst an- 
zunehmen, daß sie sich auf einer und derselben kugelförmigen 
Fläche von einem beliebig großen Radius oder Abstände von uns 
projizieren. 

Dem Winkel zwischen zwei Richtungen am Beobachtungsorte Die sphäri- 
entspricht dann der Bogen größten Kreises der Sphäre zwischen den u^^^le ^hä\^ 
Punkten, in denen die beiden Richtungen vom Beobachtungsorte, als^^^®'^^'^'^^®^ 
dem Mittelpunkt der Sphäre, ausgehend die letztere treffen. Jede 
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Richtung trifft unter diesen Voraussetzungen die Sphäre in zwei 
Punkten, gewissermaßen den beiden sphärischen Polen dieser Rich- 
tung. Von diesen je zwei Punkten wird derjenige als der so- 
genannte sphärische Ort des anvisierten Objektpunktes angesehen, 
welcher vom Beobachtungsorte oder Mittelpunkte der Sphäre aus 
in der Visierrichtung nach dem Objektpunkt liegt. Nach diesen 
Festsetzungen hat man dann zunächst nur mit den sphärischen 
Örtern der anvisierten Objektpunkte zu tun, und die Orientierung 
der Lage der bezüglichen Visierrichtungen im Räume, zunächst die 
Bestimmung der Winkel derselben miteinander, erfolgt dann ein- 
fach nach den Formeln der sphärischen Trigonometrie, welche nach 
dem obigen, in Analogie zu der ebenen Trigonometrie, nichts an- 
deres ist, als die Lehre von den Polar-Koordinaten auf einer sphäri- 
schen Fläche. Allgemein betrachtet enthalten die Polar-Koordinaten 
in einer bestimmten Fläche je zwei Bestimmungsstücke zur Charak- 
terisierung der Lage eines Punktes in dieser Fläche, nämlich seinen 
Abstand von dem in der Fläche gelegenen Ursprünge oder Fix- 
punkte (Pol) des Koordinaten-Systems, gemessen auf der Fläche in 
kürzester Linie, und den Winkel,' welchen diese kürzeste Linie am 
Ursprünge mit der Richtung einer nach gewissen Bedingungen fest- 
gelegten, durch den Ursprung gehenden kürzesten Linie, der soge- 
nannten Leitlinie, macht. In der Ebene sind die geraden Linien 
die kürzesten, in der sphärischen Fläche sind es die Bogen größten 
Kreises, in einer krummen Fläche von beliebigem Gesetze sind es 
die gemäß dem betreffenden Gesetze ebenso scharf bestimmten so- 
genannten geodätischen Linien, so daß es neben der ebenen und 
der sphärischen auch eine allgemeinere und umfassendere geodätische 
Trigonometrie gibt, welche in dem Falle der Messungen auf unserer 
Erdoberfläche, die annähernd sphärischen Charakter hat, als sphä- 
roidische Trigonometrie bezeichnet wird. 

Ein Ort in einer sphärischen Fläche wird nach obigem fest- 
gelegt durch seinen, im Bogen größten Kreises gemessenen Abstand 
von einem in derselben Fläche gelegenen Ursprung oder Fixpunkt 
(Pol), ferner durch den Winkel, welchen dieser größte Kreisbogen 
an dem Pol mit einem, durch den letzteren nach gewissen Bedin- 
gungen gelegten, festen größten Kreise macht, den man nach Ana- 
logie des allgemeinen Ausdruckes „Leitlinie" hier auch als den 
„Leitkreis" bezeichnen kann. Dieser in der sphärischen Fläche 
liegende Winkel (oder „sphärische Winkel", während der Bogen 
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größten Kreises schlechtweg „sphärischer Bogen" oder „sphärische 
Distanz" heißen kann) ist dem ebenen Winkel gleich, welchen die 
Tangenten der beiden größten Kreise (hier des Leitkreises und des 
durch den sphärischen Ort des Objektes gelegten sphärischen Bogens) 
an dem Schnittpunkte miteinander bilden. 

Zur allgemeingültigen Festlegung des sphärischen Ortes eines 
Objektpunktes ist also die Festlegung eines Polpunktes und eines 
durch denselben gehenden Leitkreises erforderlich. Man kann diese 
Bedingung, da die Lage des Leitkreises durch den Polpunkt und 
einen zweiten Fixpunkt, den man den Leitpunkt nennen kann, 
vollständig bestimmt ist, auch dahingehend formulieren, daß zur 
Ortsbestimmung in einer sphärischen Fläche zwei auf derselben 
gelegene feste Punkte erforderlich sind, von denen der eine als 
Polpunkt, der andere als Leitpunkt dient. Diese Formulierung ent- 
spricht auch der oben im Eingange ausgesprochenen Bedingung, daß 
zur Festlegung einer Richtung im Räume zwei andere durch einen 
Punkt derselben gehende feste Richtungen erforderlich sind. Es ist 
durchaus unzweckmäßig, in der reinen Sphärik der Astronomie auch 
mit Grundebenen und dergleichen zu operieren, was nur zu un- 
strengen und sogar unrichtigen, auch weniger anschaulichen Formu- 
lierungen Anlaß gibt. Der Polpunkt allerdings ist zugleich der 
sphärische Ort der durch den Mittelpunkt der Sphäre gelegten 
Normale zu einer, auch durch diesen Mittelpunkt gehenden Ebene, 
welche die Grundebene desjenigen Koordinaten-Systems im Räume 
bildet, in welchem die auf jenen Polpunkt bezogenen sphärischen 
Polar-Koordinaten des Objektes zugleich mit dem Radius- Vector die 
Bestimmungsstücke der vollständigen Raum-Koordinaten für das Ob- 
jekt darstellen. Aber diese Grund ebene hat mit den Beziehungen 
zwischen den rein sphärischen Polar-Koordinaten der Objekte 
gar nichts zu tun, und es ist durchaus ratsam, in der Sphärik die 
größten Kreise, welche an der Sphäre gewisse durch den Mittel- 
punkt gehende Ebenen darstellen, selber möglichst aus dem Spiel 
zu lassen und nur durch ihre Polpunkte zu repräsentieren. 



Digitized by 



Google 



22 n. Die Koordinatensysteme. 



n. 

DIE KOORDINATENSYSTEME UND 
• DIE BKZEICUNÜNGKN. 



Die sphäri- Bei den nachfolgenden figürlichen Daretellungen der Polar- 

^^^®^^°^'^^' Koordinaten auf der Kugelfläche und der Transformationen zwischen 
AUgemeines. verschiedenen Systemen derselben, bitte ich noch folgendes über 
die ünvoUkommenheiten dieser meiner graphischen Ausführungen 
sagen zu dürfen. Für das mathematische Verständnis ist die skizzen- 
hafteste Ausführung derselben ausreichend und der Gesichtspunkt 
der zeichnerischen Korrektheit ganz und gar nebensächlich. Für 
die Anschaulichkeit aber muß auch bei der korrektesten Ausfüh- 
rung die Phantasie doch das beste dazu tun. 

In der Fig. 2 bezeichne S den sphärischen Ort des Objektes, 
im Anklänge daran, daß die idealen Beobachtungsobjekte im Ge- 
biete der Sphärik die Sterne (Stellae^ SideraJ 
j^ sind. Mit F werde der Polpunkt, mit W der 

/v\\. (j' Leitpunkt des sphärischen Polar-Koordinaten- 
/ xNv Systems bezeichnet. Dann ist VS der in 

/' ' \^ der sphärischen Fläche im Bogen größten 

/ ^-^ ^ Kreises gemessene kürzeste Abstand des 

/ ^^''^ Punktes S von dem Polpunkt F, oder die 

/ ^-^^ „Poldistanz" des sphärischen Ortes des 

-rir Objektes, die wir mit a bezeichnen wollen; 

Fig. 2. ferner kann der sphärische Winkel W VS, 

den wir kurz mit y bezeichnen wollen, kurz 

der „Leit Winkel" heißen. 

Am nächstliegenden wäre es nun, die beiden Fixpunkte V und 
W mit zwei hellen Fixsternen zu identifizieren, wobei für den Pol- 
punkt-Stern V etwa ein besonders heller und an dem Beobachtungs- 
ort nicht untergehender Stern und für den Leitpankt-Stern W ein 
ebensolcher zu wählen wäre, der zugleich möglichst weit, bis zu 
einem Quadranten, von V abstehen sollte; denn es ist ersichtlich, 
daß die Lage des Leitkreises bei den Messungen am sichersten be- 
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stimmt wird, wenn VW = 90° ist, und um so unsicherer je kleiner 
VW ist. 

Wenn dann, wie oben, mit Hilfe einer Kreiseinteilung, deren 
Ebene parallel zu der Ebene der zu messenden Winkel ist, und 
deren Achse konzentrisch mit der durch den Beobachtungsort (den 
Mittelpunkt der Sphäre) gehenden Drehungsachse des Visierappa- 
rates ist, die einzelnen Winkel (oder Bogen größten Kreises) SF, 
SW und WV durch sukzessive Einstellungen des Visierapparates 
auf die Objektpunkte S und F, S und fV, W und F, mit jedes- 
maliger zugehöriger Einstellung der Ebene der Kreiseinteilung in 
die Ebene des bezüglichen Winkels, gemessen werden könnten, so 
ergäbe sich aus dem sphärischen Dreieck VWS auch der Leit- 
winkel 7. Falls dann für einen zweiten Objektpunkt dieselbe 
Messungsreihe bei derselben Annahme für die Lage von V und W 
ausgeführt werden könnte, so würde sich, wenn wir den ersten 
Objektpunkt mit S, und seine sphärischen Koordinaten mit a^ und 
7j, den zweiten Objektpunkt mit Sj und seine sphärischen Koordi- 
naten mit öj, und 7, bezeichnen, der Winkel zwischen der Richtung 
nach S, und der Richtung nach Sg, nämlich die sphärische Distanz 
SjSj auch aus dem sphärischen Dreieck VSß^ mit Hilfe von (J,, 
Oj und 7, — 7, ergeben, anscheinend viel umständlicher als durch 
die entsprechende direkte Winkelmessung von S^S^, aber durch die 
Bestimmungsstücke a,, ag, 7, und 7^ würde zugleich die Lage von 
S^ und Sj in dem durch die Fixpunkte V und W bestimmten 
sphärischen Koordinaten-Systeme und in dem entsprechenden Raum- 
Koordinaten-Systeme vollständiger angegeben werden. Das ganze 
vorstehend skizzierte Verfahren wird indessen völlig illusorisch da- 
durch, daß die Sterne für einen Beobachter auf der Erde nicht 
„stillhalten", sondern, infolge der Drehung der Erde um eine im 
Räume und im Erdkörper nur sehr langsam ihre Läge verändernde 
Achse, für den Beobachter auf der dem Anschein nach ruhenden 
Erde sich in Parallelkreisen um einen nahezu ruhenden Pol am 
Himmel zu bewegen scheinen und dadurch ihre Lage zu Richtungen, 
die zum Erdkörper eine feste Lage haben, unablässig ändern. Man 
hat es versucht, bei bloßen sphärischen Distanzmessungen am 
Himmel zwischen je zwei nicht zum Erdkörper gehörenden Objekt- 
punkten von diesen Wirkungen der Drehung der Erde frei zu 
werden dadurch, daß man mit zwei in geeigneter Weise kombi- 
nierten, sich um eine und dieselbe Achse drehenden Visierapparaten 



Digitized by 



Google 



24 II. Die Koordinatensysteme. 

gleichzeitig je einen der beiden Objektpunkte einstellte, entweder 
im Zusammenwirken zweier Beobachter (wie bei Tycho Brahes 
Distanzmessungsapparaten), oder mit Ersetzung des zweiten Be- 
obachters durch einen Spiegelungsapparat (Spiegelsextant, Reflexi- 
onskreis, Equatorial coude). Für die komplizierten Verbindungen 
von Einstellungen nach obigem hypothetischen Verfahren war aber 
von der Verwirklichung einer vollen Gleichzeitigkeit zum Zwecke 
der Elimination der Wirkung der Erddrehung gänzlich abzusehen. 
Das sphäri- Als Polpuukt V empfahl sich bei dieser Sachlage offenbar der Pol- 
natensystem punkt der Scheinbaren täglichen Drehung des Fixsternhimmels selber, 
^^Drehun^^" wclchor, infolge der sehr langsamen und stetigen Veränderungen der 
Lage der Erdachse im Räume und der noch viel geringeren (be- 
kanntlich erst in dem letzten Jahrzehnt des 19. Jahrhunderts er- 
wiesenen) Veränderungen der Lage dieser Achse im Erdkörper, die 
entscheidend wichtige Eigenschaft darbot, daß er sowohl am Fix- 
sternhimmel, als zu festen irdischen Richtungen eine in den An- 
fängen der Beobachtungskunst jahrelang, aber auch für die jetzige 
Beobachtungsgenauigkeit noch stundenlang als unverändert anzu- 
sehende Lage hat, und daß seine langsamen Lagenänderungen mit 
einer den jetzigen Genauigkeitsforderungen vollauf genügenden 
Schärfe und Sicherheit mehrere Jahrzehnte lang in Rechnung gestellt 
werden können. 

Als Leitpunkt W wird mit diesem Polpunkt bei denjenigen 
sphärischen Koordinatenangaben, welche bei den Orts- und Be- 
wegungsbestimmungen außerhalb der Erde zur Anwendung kommen, 
der Polpunkt der jeweiligen mittleren Lage derjenigen Bahnebene 
verbunden, in welcher die Erde sich um die Sonne bewegt. Die 
Lage dieser Ebene im Räume und die entsprechende Lage ihres 
Poles an der Himmelsfläche ist auch nicht völlig unveränderlich, 
aber die Lagenänderungen sind noch etwas geringer und mit noch 
etwas größerer Sicherheit, als die Lagenänderungen des Poles der 
täglichen Drehung, für mehrere Jahrzehnte vorwärts und rückwärts 
berechenbar. Wir wollen fortan den Ort des Poles der täglichen 
Drehung am Himmel mit P (im besonderen Sinne heißt Polus der 
Drehzapfen) und den Ort des Poles der jährlichen Bewegung der 
Erde mit E bezeichnen. (Die Benennung der Bahnebene der Erde 
als „Ekliptik", auf welche dieses £ in der griechisch-lateinischen 
Terminologie hinweist, rührt bekanntlich davon her, daß die An- 
näherung des Mondes an den größten Kreis am Himmel, in welchem 
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diese Bahnebene die Sphäre schneidet, die „Ekleipsis" seines Lichtes, 
d. h. die „Auslassung" eines Teiles seiner Lichtwirkungen oder der- 
jenigen der Sonne, nämlich die Finsternisse, bedingte.) 

Bei den Orts- und Bewegungsbestiramungen innerhalb unseres 
Planetensystems ist im Hinblick auf die nahe Übereinstimmung der 
Lage der meisten und der wichtigsten Planetenbahnebenen mit der 
Erdbahnfebeno ein sphärisches Polar-Koordinatensystem in Gebrauch, 
dessen Polpunkt der Pol E der Ekliptik und dessen Leitpunkt der 
Pol P der täglichen Drehung bildet; doch hat dieses System jetzt 
nur noch eine rechnerische Bedeutung. 

Bei denjenigen sphärischen Koordinatenangaben sodann, welche 
für Orts- und Bewegungsbestimmungen auf der Erde und für die 
Orientierung von Meßinstrumenten in Verbindung mit den Orts- 
und Bewegungsbestimmungen der Gestirne zur Anwendung kommen, 
wird als Leitpunkt in Verbindung mit dem Polpunkt der täg- 
lichen Drehung derjenige Punkt an der Himmelsfläche angenommen, 
in welchem die nach oben verlängerte Lotrichtung, die zu dem Be- 
obachtungsorte gehört, die Sphäre trifft. Dieser in der arabischen 
Astronomie „Zenit" benannte Punkt soll im folgenden mit Z be- 
zeichnet werden. Die Lotrichtung, als die Resultante aus den sämt- 
lichen am Beobachtungsort wirksamen Massenanziehungskräften und 
den Wirkungen der Drehung der Erde, hat zwar zum festen Erd- 
körper ebensowenig eine vollkommen unveränderliche Lage, wie die 
Drehungsachse; denn diese Resultante wird in ihrer Lage durch 
alle Ortsveränderungen, welche die durch ihre Massenanziehung zu- 
sammenwirkenden Massen in bezug auf den Beobachtungsort er- 
fahren, beeinflußt, also durch die Stellungsänderungen der Himmels- 
körper, durch die Strömungen in den Gewässern und in der 
Atmosphäre, durch die Ebbe und Flut, vielleicht auch durch Ver- 
änderungen der Massenverteilung unterhalb der Erdoberfläche, sogar 
durch stärkere bauliche und konstruktive Veränderungen in der 
nächsten Umgebung des Beobachtungsortes. Vermeidet man jedoch 
Orte mit ungewöhnlich starken Ebbe- und Fluterscheinungen oder 
ungewöhnlichen Schwankungen der unterirdischen Zustände, wie sie 
an vulkanischen Erscheinungen erkennbar sind, so kann man ziem- 
lich sicher sein, daß die Lotrichtung ihre Lage zum festen Erd- 
körper innerhalb mehrerer Jahrzehnte höchstens um wenige Hundertel 
der Bogensekunde ändert. Die Amplitude dieser Schwankungen 
ist noch etwas geringer, wenn man die jeweiligen Wirkungen der 
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Anziehung des Mondes und der Sonne auf die Lotrichtung, je nach 
deren Stellungen zum Horizonte des Beobachtungsortes, direkt in 
Eechnung stellt. 
Das spbäri- Für diejenigen Orientierungen auf der Erde, bei denen die 

n^aton^ysteln Sphärischen Koordinaten der Gestirne nur Hilfselemente sind, kommt 
der Lotrich- sodann ein sphärisches Koordinatensystem zur Anwendung, bei 
Zeitmessung, welchem Z den Polpunkt und P den Leitpunkt bildet.* Dieses 
System, das Lot- oder Niveausystem, auch Horizontalsystem ge- 
nannt, weil die Niveau- und Horizontalebene genau rechtwinklig 
zum Lot ist, hat für die Messungen eine besondere Bedeutung auch 
dadurch, daß die Lotrichtung, welche sich ja unmittelbar darstellt 
als die Ruhelage eines einfachen Fadenpendels, auch durch die 
Niveauflächen der Flüssigkeiten als Einfallslot für optische Re- 
flexionswirkungen mit sehr großer Genauigkeit im Augenblick er- 
sichtlich gemacht werden kann, während die absolute Bestimmung 
der Richtung zum Polpunkt der täglichen Drehung und seines Ortes 
an der gestirnten Himmelsfläche eine Zwischenzeit von mindestens 
einem halben Tage und die absolute Bestimmung der Richtung 
zum Polpunkt der jährlichen Bewegung und seines Ortes an der 
gestirnten Himmelsfläche eine Zwischenzeit von mindestens einem 
halben Jahre beansprucht. 

Der Ort des Zenits an der sphärischen Fläche des Sternhimmels 
ist natürlich infolge der Drehung der Erde unablässig veränderlich. 
Der Übergang von den Systemen mit den beiden Fixpunkten 
P und Z, von denen der eine (P) (in dem oben dargelegten Sinne) 
eine relativ feste Lage sowohl am Sternhimmel als zum Erdkörper, der 
andere {Z) nur zum Erdkörper hat, auf die Systeme mit den beiden 
Fixpuukten P und J5, von denen der letztere {E) in dem oben 
dargelegten Sinne relativ feste Lage nur zum Sternhimmel hat, er- 
fordert also die jeweilige Kenntnis des veränderlichen Ortes von Z 
in den Systemen P und E oder des scheinbaren veränderlichen 
Ortes von E in den Systemen P und Z. 

Das Gesetz der mit der Drehung der Erde verbundenen Ände- 
rungen der Koordinaten des Zenits {Z) eines Beobachtungsortes im 
System P und E^ als Funktion der Zeit, d. h. ausgedrückt durch 
seine Beziehungen zu einem absolut gleichförmigen Bewegungs- 
verlauf, der nirgends existiert, ist in seinen letzten Feinheiten wohl 
ein äußerst hypothetisches und verwickeltes. Zum Glück für die 
Menschheit erfolgt diese Ortsveränderung von Z an der gestirnten 
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Himmelsfläche, bei fast vollkommener Konstanz des Abstandes PZ, 
in so nahe ideal gleichförmiger Weise, daß bis jetzt durch unsere 
feinsten künstlichen Zeitmessungsmittel (die Pendeluhren) und 
durch die Vergleichungen der Umdrehungszeiten der Erde mit 
anderen ümdrehungs- und ümlaufszeiten im Himmelsraume noch 
keinerlei Spur einer Abweichung von einem völlig gleichmäßigen 
Verlaufe zweifellos erkennbar geworden ist, so daß der Verlauf dieser 
Bewegung, wie seit uralten Zeiten der Menschheit, noch immer 
schlechtweg selber als das Maß der Zeit gilt. Durch möglichst 
unablässige Beobachtung der Angaben von möglichst vollkommenen 
Zeitmessungsapparaten bei der Wiederkehr bestimmter Koordinaten 
des Zenits im System P und E gelingt es nun allmählich, für die 
Zwischenzeiten zwischen diesen Beobachtungen und auch bereits 
für einige Tage im voraus bis zu der nächsten entsprechenden Be- 
obachtung oder „Zeitbestimmung" die jeweilige Kenntnis des sphäri- 
schen Winkels EPZ^ also des Winkels zwischen dem Leitkreise 
im System P und E und dem Leitkreise im System P und Z bis 
auf kleine Bruchteile der Bogensekunde zu verbürgen und damit 
die, bei den feinsten Ortsbestimmungen am Himmel und auf der 
Erde auch sonst allmählich erreichbar gewordene Genauigkeit auch 
für den Übergang von einem dieser Systeme auf das andere zu 
sichern. Einiges nähere hierüber weiter unten. 



m. 

DIE SPHÄRISCHEN 
KOORDINATENMESSUNGEN. 



Mit welchen Einrichtungen instrumentaler Art bestimmt man Die 
nun aber für ii-gend einen Objektpunkt S an der Himmelsfläche KJordVnatcn- 
(also auch für Z im Systeme P und E oder für E im Systeme P messuug mit 
und Z) die sphärischen Koordinaten a und y (oder VS und WVS saien sphä- 
mit Wiederaufnahme der obigen allgemeinen Bezeichnungen Fund W 7usfrumeu^ 
für den Polpunkt und für den Leitpunkt), nachdem das oben er- 
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örterte elementare Verfahren der bloßen Messung von Distanzen 
an der Himmelsfläche sich infolge der unablässigen scheinbaren 
Drehung des Sternhimmels als ohne große Weiterungen nicht durch- 
führbar erwiesen hat? 

Um zunächst den Abstand (im Bogen größten Kreises) FS, in 
einem beliebigen Winkel WVS gegen den Leitkreis WV, zu messen, 
muß man dem Visierapparat eine mit Hilfe eines eingeteilten Kreises 
meßbare Drehung um eine (rechtwinklig und konzentrisch zu einem 
solchen, durch V gehenden, Kreise gelagerte) Achse geben, welche 
selber um eine andere, rechtwinklig zu ihr gestellte und durch V 
gehende (oder der Richtung nach dem Polpunkte des Systems 
parallele) Achse drehbar ist, deren Drehungen dann ebenfalls durch 
einen zu ihr rechtwinklig und konzentrisch liegenden eingeteilten 
Kreis meßbar sein müssen. Mit Hilfe dieser letzteren Drehung 
kann man dann auch die Drehung des Visierapparates sukzessiv 
in die Richtung der größten Kreise VS und VW bringen und den 
Apparat auf S und auf W einstellen. Der Unterschied zwischen 
derjenigen Phase der Drehung um die nach V gerichtete Achse, bei 
welcher man auf S visiert hat, und derjenigen Phase der Drehung 
um die nach V gerichtete Achse, bei welcher man auf W visiert 
hat, ergibt dann den sphärischen Winkel W VS, 

In dem Zusammenwirken der Drehungen um diese beiden 
Achsen, von denen die nach V hin gerichtete und in festen Lagern 
zu bettende die Hauptachse oder erste Achse des Instrumentes 
bildet, während die, rechtwinklig zur Hauptachse gerichtete, zweite 
Achse sich um die Hauptachse bewegt und der Visierapparat, den 
man auch die Visierachse des Instrumentes nennen kann, sich um 
die zweite Achse dreht, hat man in Verbindung mit den beiden zu- 
gehörigen Kreiseinteilungen das Schema eines vollständigen oder 
universalen Meßapparates für sphärische Koordinaten. 



Die Wir wollen nun feststellen, in welcher Weise aus den Kreis- 

^^rKreis-^ ablesungou, die sich in den verschiedenen Phasen der Drehungen 

abiesuugeD. um die beiden Achsen ergeben, die sphärischen Koordinaten des 

Objektes S im System V und W, nämlich VS und WVS (tf und y) 

gefunden werden, und zwar zunächst unter der Voraussetzung, daß 

die erste Achse genau auf V gerichtet ist, daß ferner die zweite 
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Achse genau rechtwinklig zu der ersten Achse und daß endlich die 
Visierachse genau rechtwinklig zu der zweiten Achse gerichtet ist. 

Die Ablesungen des Kreises, welcher die Drehungen um die 
erste Achse mißt, mögen mit G, die Ablesungen des Kreises, welcher 
die Drehungen um die zweite Achse mißt, mit S bezeichnet werden. 

Wenn jetzt die Visierachse durch Zusammenwirken von Drehun- 
gen um die erste und um die zweite Achse des Instrumentes auf 
das Objekt S gerichtet wird, wobei sich die Ablesung G an dem 
zu der ersten Achse gehörigen Kreise und die Ablesung S an dem 
zu der zweiten Achse gehörigen Kreise ergeben hat, so kommt es 
nun darauf an, diejenige Ablesung S° des letzteren Kreises zu er- 
mitteln, bei welcher die Visierachse durch Drehung um die zweite 
Achse auf den Polpunkt K gerichtet ist, sodann diejenige Ablesung 
G^ des ersteren Kreises, bei welcher der größte Kreis, den der 
sphärische Ort der Visierachse bei ihrer Drehung um die zweite 
Achse beschreibt, mit dem Leitkreise VW zusammenfällt. Man 
sieht sofort, daß unter den gemachten Voraussetzungen 
c;= VS = S—S' 

und Y= WVS=G^G' 
wo beispielsweise angenommen ist, daß die Bezifferungen der Ab- 
lesungen an dem zweiten Kreise beim Übergange von der Einstellung 
der Visierachse auf den Polpunkt V zu der Einstellung der Visierachse 
auf den Objektpunkt S hin zunehmen, und daß dasselbe an dem 
ersten Kreise geschieht, wenn der von dem sphärischen Orte der 
Visierachse bei der Drehung um die zweite Achse beschriebene größte 
Kreis von der mit VW zusammenfallenden auf die mit VS zu- 
sammenfallende Lage übergeht. 

Die Bestimmung der beiden Ablesungen S^ und ö°, gewisser- 
maßen der Nullpunkte der beiden Kreisablesungen, wäre unter 
den obigen Voraussetzungen sehr einfach, wenn man die Visierachse 
unmittelbar auf den Polpunkt V einstellen könnte, und wenn man 
entsprechend durch den Visierapparat konstatieren könnte, in 
welcher Drehungsphase der ersten Achse der Leitpunkt W durch 
Drehung um die zweite Achse eingestellt werden kann. 

Da nun aber von den für die Wahl zu Polpunkten V und zu 
Leitpunkten W in Frage kommenden natürlichen Fixpunkten £, 
P und Z nur Z (oder vielmehr sein Gegenpunkt, der Nadir) 
unmittelbar durch Reflexions-Beobachtungen an Niveauflächen mit 
der Visierachse eingestellt werden kann, ist eine vollständige sphäri- 
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sehe Koordinaten-Bestimmung in obiger elementaren Weise nicht 
möglich. Es muß vielmehr generell in folgender Weise verfahren 
werden, wobei auch die obige ideale, aber niemals in aller Strenge 
und für die Dauer zu erfüllende Voraussetzung, daß der Pol der 
ersten Achse des Instrumentes mit dem Polpunkte Tdes Koordinaten- 
Systems zusammenfallt, daß ferner die zweite Achse genau recht- 
winkelig zu der ersten und daß die Visierachse genau rechtwinkelig 
zu der zweiten Achse gerichtet sei, aufgegeben und durch allgemein- 
gültigere Annahmen ersetzt werden muß. 
Die üuter- In Fig. 3 Stelle generell, wie bisher, V den Polpunkt, W den 

* Mtlfdfcher ^®^^P"°^^ ^^^^^ ^®^ ^^^^ näher erläuterten, durch natürliche Fix- 
und der in- punkte gegebenen Koordinatensysteme an der sphärischen Himmels- 
Koordinaten- fläche dar. Es bedeute ferner J den einen der beiden Punkte, in 
Systeme. ^^Ichem die Verlängerung der ersten oder Hauptachse des Instru- 
mentes die Sphäre trifft, sowie K den einen der beiden Punkte, 
in welchem die Verlängerung der zweiten Achse des Instrumentes 
die Himmelsfläche trifft. 

Bisher ist in unserer Darlegung bei den Fixpunkten E, P, Z 
von dieser Dualität der sphärischen Orte jeder durch diese Fixpunkte 
an der Himmelsfläche repräsentierten und durch den Beobachtungsort 
als den Mittelpunkt der Himmelskugel gelegten Richtung, näm- 
lich der Lotrichtung, der Parallele zur Erdachse und der Parallele 
zu einer durch den Erdmittelpunkt rechtwinklig zur Erdbahnebene 
angenommenen Richtung, nicht die Rede gewesen. Es ist einfach 
angenommen worden, daß von den beicjen Polen der Erdbahnebene 
und von den beiden Polen der Drehung der Erde, schließlich auch 
von den beiden Polen der Niveau- oder Horizontalebene (Zenit und 
Nadir) nur derjenige ohne weiteres in Frage kommt, der sich über 
dem Horizonte des Beobachtungsortes befindet. Dasselbe gilt auch 
jür den Pol J der Hauptachse des Instrumentes, der ja möglichst 
nahe mit dem Polpunkte V (also einem der Fixpunkte Ey P, Z) 
zusammenfallen soll, welcher selber in Verbindung mit dem Leit- 
punkt IT auch das System des Instrumentes maßgebend bestimmt. 
Nur hinsichtlich der beiden sphärischen Orte der Richtung der 
zweiten Achse des Instrumentes ist im Interesse der Eindeutigkeit 
eine ausdrückliche Unterscheidung zu machen, und zwar möge K 
den sphärischen Ort desjenigen Endes der zweiten Achse bezeichnen, 
welches durch besondere Kennzeichen, z. B. als das Kreisende oder 
ijlemmende derselben, markiert wird. 
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Es ist zunächst (siehe Fig. 3) die Lage des Objektes S zu den 
beiden Achsenpolen (J und K) des instrumentalen Systems, zugleich 
mit der Lage des diese beiden 
Achsenpole verbindenden größ- 
ten Kreises JK zu dem größten 
Kreise JW^ welcher den Instru- 
mentalpol J mit dem natürlichen 
Leitpunkt W verbindet, zu be- 
stimmen, sodann die Bestimmung 
und Berücksichtigung der Lage 
des Poles J zu dem natürlichen 
Polpunkte V und des den in- 
strumentalen Pol J mit dem 
natürlichen Leitpunkt W ver- i^i. 
bindenden Leitkreises JW zu f' 3 

dem natürlichen Leitkreise VW 

zu erörtern, woraus sich dann schließlich die gesuchte Bestimmung 
der Lage von S im natürlichen System V&W ergibt. 

Während nach der obigen idealen Forderung die zweite Achse Die ünvoii- 
des Instrumentes zu seiner ersten Achse und die Visierachse zu der tenderins^tru- 
zweiten Achse genau rechtwinklig sein sollte, wird man im all-^™®^^ ^»«^ 

1 1 n 1. T^ 1. 1 deren Berück- 

gemeinen annehmen müssen, daß diese Bedingungen nur näherungs- sichUgang. 

weise erfüllt sein können, da selbst dann, wenn man ihre genaue 
Erfüllung einmal erreicht hat, schon in kurzer Zeit infolge von 
Temperaturwirkungen und elastischen Nachwirkungen, und weiter- 
hin durch Oxydationen, Friktionseinflüsse auf die Gestaltverhält- 
nisse von Berührungsflächen und dergl. die genaue Berichtigung 
wieder gestört sein kann. Man wird deshalb allgemein setzen 
müssen 

wobei man fordern und erreichen kann, daß n eine sogenannte kleine 
Größe erster Ordnung, d. h. eine solche Größe ist, deren zweite und 
höhere Potenzen verschwindend klein sind, und daß C, welchem 
Winkelbetrage wegen der Möglichkeit und Nützlichkeit einer Ein- 
stellung des Bildes des Objektpunktes S an einer größeren Zahl 
von verschiedenen Stellen der mit mikrometrischen Einteilungen 
versehenen Bildfläche des Fernrohrs ein etwas größerer Spielraum 
zu geben ist, eine kleine Winkelgröße ist, deren dritte und höhere 
Potenzen verschwindend klein sind. In betreff der Vernachlässigung 
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der höheren Potenzen von Winkelgrößen und der hierdurch zu er- 
reichenden rechnerischen Vereinfachungen werden weiterhin einige 
allgemeinere Bemerkungen und numerische Festsetzungen folgen. 

Bevor wir nun an die Darlegung der Anwendung eines solchen 
Instrumentes gehen, wie es schematisch in Fig. 3 dargestellt ist, 
möge noch folgendes hinsichtlich der Bezeichnungen, in Vervoll- 
ständigung des bereits zu Fig. 2 gesagten, festgesetzt werden. Ana- 
log zu den obigen Bezeichnungen der sphärischen Koordinaten von 
S im natürlichen System V&W^ nämlich F/S = a WFS = 7, 
sollen für die sphärischen Koordinaten von S im System J und W 
die folgenden Ausdrücke gelten: JS = s WJS = g^ während die 
Ablesungen an den beiden Kreisen des Instrumentes oben bereits 
ganz entsprechend mit S (an dem Kreise der zweiten Achse) und 
mit G (an dem Kreise der ersten Achse) bezeichnet wurden. Aus 
den Ablesungen S gehen die Koordinaten s und aus diesen, mit 
Hilfe der Ermittelung der Lage von J zu F, die Koordinaten a 
hervor, ebenso aus den Ablesungen G die Koordinaten g und so- 
dann die Koordinaten 7. Das Prinzip, welches auch weiterhin noch 
zur Anwendung kommen und in die unvermeidliche Vielartigkeit 
der Bezeichnungen einiges System bringen wird, besteht also darin, 
daß die ersten Stufen der Koordinatenmessung mit den großen 
lateinischen, sodann die instrumentalen Koordinaten mit den kleinen 
lateinischen und endlich die gesuchten Koordinaten in dem be- 
treffenden natürlichen System mit den kleinen griechischen Buch- 
staben homolog bezeichnet werden. 

Wenn nun die Visierachse durch Drehung um die zweite Achse 
und durch die hinzukommende Drehung des ganzen Instrumentes 
um die Hauptachse auf das Objekt S eingestellt ist, werde wieder 
an dem Kreise zu K die Ablesung S und an dem Kreise zu J 
die Ablesung G gemacht. 

Bei der Drehung um die Achse, deren Pol K ist, beschreibt die 
jeweilige Visierachse, welche mit der ersteren nach der obigen An- 
nahme den Winkel 90° + C macht, zum Pole K einen Parallelkreis, 
welcher von dem größten Kreise, dessen Pol K ist, um C absteht. 
Wir wollen aber für die folgenden allgemeineren und elementaren 
Darlegungen über die Anwendung des vorliegenden Instrumentes 
von der oben erörterten Vielheit der Winkelgrößen C zunächst ab- 
strahieren und die Visierachse nur eindeutig durch einen und zwar 
einen centralen Bildpunkt bestimmen, der in der Mitte der Mikro- 
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metereinrichtungen der Bildfläche und nahezu auch in der optischen 
Achse des Fernrohrs liegen soll. Für alle Objektpunkte, deren Bild- 
punkte mit diesem Mittelpunkte zusammenfallen, und auf welche 
dann in besonderem Sinne das Fernrohr oder die Visierachse als 
eingestellt gilt, sei KS allgemeingültig ausgedrückt durch 90° -f Cc, 
wobei dann Q als eine Winkelgröße erster Ordnung in obigem 
Sinne gelten darf. In einer bestimmten Phase der Drehung der auf 
diese Weise eindeutig definierten Visierachse um die Achse K wird 
der sphärische Ort der Visierachse den größten Kreis KJ (oder seine 
Verlängerung über J hinaus) passieren. Diejenige Ablesung des- 
Kreises zu K, bei welcher diese Lage der Visierachse stattfindet, 
wollen wir, zunächst hypothetisch, mit Si bezeichnen. Der Winkel 
JKS in dem gleichnamigen sphärischen Dreieck hätte dann den 
Ausdruck 

±(S-S.) 
wo das obere Zeichen gilt, wenn die Bezifferung des Kreises zu K 
beim Übergang von der Drehungsphase Si auf die Einstellung des 
Objektes S zunimmt. Dies würde nach Fig. 3 der Fall sein, wenn 
die Kreisablesung wächst bei einer Drehung der Visierachse, die, von 
K aus gesehen, im Sinne der Uhrzeigerbewegung vor sich geht. 
Wir wollen dies beispielsweise hier annehmen. (Man sieht übrigens 
leicht, daß, wenn die Winkelgrößen n und Cc positiv sind, der 
verlängerte größte Kreisbogen KJ von der Visieraxe an einer Stelle 
passiert wird, deren Abstand von J gleich (90° + Cc) — (90° — n) 
= Cc + n ist.) 

Der Winkel KJS in dem vorliegenden sphärischen Dreieck 
würde genau gleich 90° sein, wenn Cc und n gleich Null wären. 
Wir wollen ihn mit 90° + Q bezeichnen, und es ist klar, daß dann 
Q eine Funktion von Cc und w, sowie von (S — Si) sein wird. 

Es gelten nämlich mit allen diesen Bezeichnungen in dem Drei- 
eck JKS die folgenden 3 Grundgleichungen: 

sin s cos Q = cos Cc sin (S — Si) 

sin 8 sin Q = sin Cc cos n + cos Cc sin n cos (S — Si) l ^. 
cos 8= — sin Cc sin n + cos Cc cos n cos (S — Si) 

Hieraus zunächst: 

tang Q = sin n cotg (S — Si) + tang Cc cos n cosec (S — Si). 

Man sieht aus diesen Gleichungen, daß, wenn es gelingt, aus 
den Ablesungen an den Kreisen zunächst Si und sodann auch Q 

Fo e r s t e r , Astrometrie. 3 
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ZU bestimmen, BedingungsgleichuDgen zwischen den Werten s, S, 
Cc und n sich ergeben, die zur Ermittelung von s und zugleich zur 
Kenntnis von Cc und n führen können. Hierzu betrachten wir zu- 
nächst noch die Verwertung der Ablesungen G des ersten Kreise». 
Nach obiger Fig. 3, wenn beispielsweise die Beziiferungen der Ab- 
lesungen G des ersten Kreises (zur Achse, deren Pol J ist) zunehmen, 
sobald der größte Kreis JK (der die Pole der beiden Achsen ver- 
bindet) von J aus hinabblickend betrachtet sich gegen den Sinn 
der Drehung der Uhrzeiger um J bewegt, und wenn die Koordi- 
naten g am Pole J in demselben Sinn gezählt werden, wie die 
Ablesungen ö, haben wir folgenden Ausdruck für ^: 

g=WJS=WJK-\-KJS 

= G -- G«, + 90H Q, 
wo mit G«, diejenige Kreisablesung, zunächst hypothetisch, be- 
zeichnet wird, bei welcher der größte Kreis JK mit dem größten 
Kreise JW zusammenfällt. 
Die Bestim- Auch hieraus ergeben sich zunächst nur hypothetische Re- 

p^°ftes*^°^" Ziehungen für Q. Entscheidende Hilfe kommt nun aber durch die 
**^^Mf K? Erwägung, daß es noch eine zweite Verbindung gewisser Drehungs- 
mit Hilfe des phasou um die Achsen J und K^ sowie der zugehörigen Kreis- 
^^^paaim *^ ablesungen gibt, bei welcher die Visierachse ebenfalls auf das Ob- 
jekt S eingestellt werden kann. 

Wie Fig. 4 erkennen läßt, kann dies unter der Voraussetzung, 




daß der Objektpunkt S in der Zwischenzeit eine unveränderte Lage 
zu den Fixpunkten J und W behalten hat, in einer Drehungsphase 
des Instrumentes um die Achse J geschehen, bei welcher der Winkel 
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des größten Kreises JK mit dem Leitkreise JW nahezu um 180* 
vei*schieden ist von der in Fig. 3 dargestellten Lage, und zugleich 
in einer Drehungsphase der Visierachse um die Achse K^ bei welcher 
der Winkel des größten Kreises KS mit dem größten Kreise KJ 
nahezu derselbe ist, wie in Fig. 3, aber hinsichtlich der Kreisablesung 
nach der entgegengesetzten Seite von KJ liegt, als in Fig. 3. Insofern 
man nach der obigen Voraussetzung annehmen darf, daß die Kreis- 
ablesung, bei welcher der sphärische Ort der Visierachse den größten 
Kreis KJ passiert, dieselbe geblieben ist, wie bei der in Fig. 3 darge- 
stellten Lage dos Instrumentes, nämlich unverändert gleich S, ist, würde 
also bei der in Fig. 4 dargestellten Lage des Instrumentes die Kreis- 
ablesung für die Einstellung der Visierachse auf den unverändert 
gebliebenen Objektpunkt S nahezu symmetrisch in bezug auf S» 
liegen zu der in der Lage nach Fig. 3 gefundenen Kreisablesung S. 
Daß diese letztere Symmetrie eine genaue ist, wird sogleich zu 
beweisen sein. 

Vorher ist es jedoch nunmehr erforderlich, in den Kreis- 
ablesungen durch besondere Bezeichnungen die beiden Fälle (Fig. 3 
und Fig. 4) auseinanderzuhalten. 

Wir wollen die in Fig. 3 dargestellte Lage des Instrumentes, 
bei welcher nach den oben gemachten Annahmen in betreff der 
Zählungsrichtungen bei den sphärischen Winkeln und bei den zu- 
gehörigen Kreisablesungen der größte Kreis JK nahezu um 90® 
nach der Seite der kleineren Kreisablesungen hin von dem größten 
Kreise JS absteht, als Lage I (K folgend) betrachten und die Kreis- 
ablesungen, die in dieser Lage bei der Einstellung der Visierachse 
auf das Objekt S gemacht werden, mit 5' und mit 6' bezeichnen; 
dagegen wollen wir die in Fig. 4 dargestellte Lage als Lage II (Ä" 
vorangehend) betrachten, und die Kreisablesungen, die in dieser 
Lage bei der Einstellung der Visierachse auf das Objekt S gemacht 
werden, mit S" und 6" bezeichnen. 

Es ist dann gemäß den obigen Darlegungen nach Fig. 3 der 
Winkel 

JKS gleich S'—Si 

und nach Fig. 4 der Winkel 

. JKS gleich Si^S". 

Zugleich folgt aber aus dem, nach allen obigen Voraussetzungen 
bei der Drehung um J unverändert gebliebenen, sphärischen Drei- 

3* 
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eck JKS, daß in den beiden Lagen auch die beiden Winkel JKS 
und KJS ungeändert bleiben, da die drei Seiten des Dreiecks 
90^ + Cr, 90° — n und s als unverändert angenommen werden. 
Es ist hiernach 

S'—Si = Si'-S" 

somit Si = iCS'+S"), 

ferner ist 90° +Q in beiden Lagen übereinstimmend. 

Nun ist, wie oben schon erörtert (mit Eintragung von G' statt 
G) in der Lage I : 

während nach Fig. 4: 

^ = e"-G«-(90°+Q), 

so daß, wenn man nach obigen Voraussetzungen auch g und Gt„ 
als ungeändert annimmt: 

Q = ^[G"_G'_180^j. 

Mit Hilfe der Einstellungen und Kreisablesungen in den beiden 
Lagen des Instrumentes, also eines sogenannten Einstellungspaares, 
kennen wir jetzt Si und Q, und die obige Gleichungsgruppe A ver- 
mag uns nunmehr in der Gleichung für tang Q, eine Bedingungs- 
gleichung zwischen S, n und Q zu liefern, welche, wie wir sehen 
werden, nach der dritten Gleichung der Gruppe A auch den Über- 
gang von den Kreisablesungen S auf die gesuchte Koordinate s 
ermöglichen wird, sobald durch mindestens zwei Gleichungen von 
der Form tang Q für verschiedene Objektpunkte und verschiedene 
zugehörige Kreisablesungen S die beiden Winkelgrößen Cc und n 
eine gesonderte Bestimmung gefunden haben. 

Hinsichtlich der Ermittelung der Koordinate g ersieht man aus 
den beiden obigen Gleichungen für Lage I und Lage II, daß im 
Mittel aus den Ergebnissen eines Einstellungspaares Q eliminiert 
und einfach gefunden wird: 

g = i(iG'+G")-G„. 

Bei einseitigen Beobachtungen aber wird der Wert von Q, der 
sich nach den obigen Gleichungen ebenfalls aus dem Einstellungs- 
paar ergab, in Rechnung gestellt, und es ist dann 

g = G' + Q + dO-G^ 
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und ebenso ^ = G'' _ Q _ 90«— G„. 

In betreff der Bestimmung von G«, muß näheres für die ein- 
zelnen Koordinatensysteme, je nach der Besonderheit des natürlichen 
Leitpunktes W und seiner Einstellbarkeit mit den Einrichtungen 
des Instrumentes vorbehalten werden. Bezeichnet man 90« — G«, 
kurz mit JG, so hat man 

und . ^=G"— 180«+^(? — Q. 

Betrachten wir jetzt die Gleichung für tang Q etwas näher, so 
ergibt sich folgendes Verfahren zur gesonderten Bestimmung von 
Cc und w, sobald durch ein Einstellungspaar auf ein Objekt S, der 
Wert von Q^ aus der Gleichung 

Q, = h{G'l-G\-m<') 

und durch ein anderes Einstellungspaar auf ein Objekt S^ der Wert 
von Qj aus der Gleichung 

Q,=i(<?;'-G;-i8o») 

ermittelt worden ist, wenn wir noch die aus denselben Einstellungs- 
paaren ermittelten Werte 

S\ — Si = Si — Sj' = -J- (Äj — /S'/) 
kurz mit K^ und 

Sg Si= Si Sj = i (/S'a Sg ) 

kurz mit K^ bezeichnen: 

sin Kj^ tang Qj = sin n cos AT, + tang Q cos n 

sin K^ tang Q^ = sin n cos K^ + tang Q cos n. 

Hieraus: 

sin K^ tang Q^ — sin K^ tang Q^ 

Sm Tl — ^ rr rr 

COS Äj — cos Aj 

und 

^ si n K^ tang Q^ cos ^i — sin K^ tang Q^ cos K^ 

^ ^ cos w (cos K^ — cos K^) 

Man sieht, wie die Genauigkeit, mit der hier sin n und tang Cc 
ermittelt wird, außer von der Genauigkeit der Messung von K^^ K^^ 
Q,, Q, mit Hilfe der Kreisablesungen S\, S'/, G;, G'/ und S[, S',\ 
G[ und G" , wesentlich von der Größe des Divisors cos K^ — cos Ä, 
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abhängt, d. h. von der größtmöglichen Annäherung des Unterschiedes 
zwischen cos K^ und cos K^ an den erreichbaren Maximalwert. 
Man wird also womöglich das eine Einstellungspaar mit Hilfe eines 
Objektes ausführen, welches sich in der Nähe des Poles J des in- 
strumentalen Koordinatensystems, also z. B. bei einem sehr kleinen 
Werte von ^4, befindet, und das andere Einstellungspaar mit Hilfe 
eines Objektes, für welches dann K^ möglichst nahe 90®, unter 
Umständen auch mehr als QO'' betragen muß. 
Die rechneri- Die nähere Verwertung und Berücksichtigung dieser Bestim- 
^s^chtigung ^^^8®^ von n und 6c, insbesondere auch bei der Ermittelung von 
<^®^,i?f*^;^- s^ bietet nun Anlaß, die oben vorbehaltene Erörterung über die 

mentalfehler. ' ' ^ 

Zulässigkeit der Vernachlässigungen der zweiten und höheren Po- 
tenzen von Winkelgrößen hier einzufügen, sowie zugleich die un- 
erläßlichen Unterscheidungen zur Sprache zu bringen zwischen 
denjenigen Winkelgrößen, in denen die kürzesten Linien in der 
Kugelfläche, nämlich die Bogen größten Kreises, ausgedrückt werden, 
und andrerseits den Ausdrücken der sphärischen Winkel selber, 
also hier der Koordinaten g und der Winkel K und Q. 

Wenn man zunächst die in obigen Gleichungen gefundenen Werte 
von Cc und von n in die dritte Gleichung der Gruppe A einträgt, 
findet man die Poldistanz JA == s in Funktion von ± (S — Sj). 
doch ist der hieraus abzuleitende Ausdruck für die gesuchte Koor- 
dinate s sehr schwerfällig, und es läßt sich sehr leicht ersehen, 
daß diese Berechnung bedeutend abgekürzt und durchsichtiger 
gemacht werden kann, wenn man von der oben geforderten und 
bei der Einrichtung und Ausführung des Instruments sehr wohl zu 
realisierenden Einschränkung der Winkelgrößen Q und n auf ge- 
. wisse kleine Beträge den gehörigen Vorteil zieht. 

Bezeichnet man die an ± (S — Sj) oder (nach obigem abge- 
kürzten Ausdruck) an K anzubringende Verbesserung, durch welche 
man die Poldistanz s findet, mit JK, so da-ß man hätte 

s = K+ JK 
so heißt die dritte Gleichung der Gruppe A: 

cos (K + JK) = — sin Cc sin n + cos Cc cos n cos K 

Hier kann man zunächst zur möglichst bequemen Ermittelung 
von JK nach zwei Richtungen hin goniometrisch entwickeln, je 
nachdem -ff näher an 0° oder näher an 90° ist. In ersterem Falle 
hätte man nach Auflösung der Cosinusausdrücke: 
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+ sin^l Z(l — 2sin'4 Ce) (1 — 2sm'in) 

Hieraus folgt zunächst für K= o der folgende Wert von JK^ der 
dann ohne weiteres gleich s ist: 

wie oben schon durch einfachste Betrachtung der Lage des sphäri- 
schen Ortes des Objektes bei K=^o oder S = Si gefunden wurde. 
Generell ersieht man aus vorstehender Entwicklung, daß mit 
Hilfe derselben die Berechnung von JK sehr einfach wird, sobald 
man hier bei gehöriger Kleinheit der Winkelgrößen J Q und i n die 
Produkte der zweiten und höheren Potenzen ihrer Sinus multipliziert 
mit sin' i Ä" vernachlässigen kann. Man hätte dann: 

sin' i(K + J K) — sin' ^ K=&in' ^(Cc + n) ,. . 

woraus mit Vernachlässigungen ganz entsprechender und noch all- 
gemeiner zu rechtfertigender Art die abgekürzte Gleichung hervorgeht: 

(K+dKy^aCc + ny + K'... 
oder 

(JKy = (Cc + ny--2KxJK... 

welche bei kleinen Werten von K sehr bequem durch Näherung 
gelöst wird. 

Hingegen hat man, von Werten von K ausgehend, die nahe 
an 90° liegen, folgende Entwicklung: 

sin JK= - — f^ I sin Cc sin n + 2 cos ^rfsin' j Cc + sin' i n 
smÄ L L 3 I !s 

— 2 sin' i Cc X sin' ^n — sin' ^ z/Ä]] 

ein Ausdruck, der ebenfalls um so sicherer vereinfacht werden kann, 
je kleiner die zweiten und höheren Potenzen der Sinus von Cc^ n 
und K und die Produkte dieser Potenzen sind. Können dieselben 
hier ganz vernachlässigt werden, dann ist JK überhaupt, gleich 

Null zu setzen, so lange nicht — ; — 7? mit kleiner werdenden Werten 
® sm A 

von K sich als ein so erheblicher Vergrößerungsfaktor herausstellt, 

daß dadurch jene Vernachlässigungen in Frage gestellt werden. 

Alle diese Entwicklungen verlangen nun also eine allgemeinere 

Betrachtung über den Konvergenzgrad der nach Potenzen von Wlnkel- 
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großen fortschreitenden Reihen, sowie überhaupt in betreff der 

numerischen Bedeutung der Winkelgrößen. 
Die numeri- Im allgemeinen sind Winkelgrößen keine eindeutigen Maß- 

tuu^^^d^^Be- großen, sondern Ausdrücke für gewisse Beziehungen zwischen Linear- 
haadiung von größen^ Bei den Polarkoordinaten in der Ebene (also in dem 

Winkelgrößen ^, ^ , , . ^ . ^ . . x , t . , 

und die trigo- Aufgabengebiete der ebenen Trigonometrie) bedeutet eine und 
^Xlheiu *" dieselbe Veränderung des Winkels, welchen die Richtung des 
Radius vector mit der Leitlinie macht, Orts Veränderungen oder 
Linearbewegungen des Endpunktes des Radius vector, welche pro- 
portional der Länge des letzteren sind. Die Einheiten, in denen 
die Winkelgrößen ausgedrückt werden, sind nun aliquote Teile der- 
jenigen Winkelbewegung oder Richtungsänderung des Radius vector 
in der Ebene, welche denselben, nach Zurücklegung einer einmaligen 
vollen Umdrehung um den Ursprung als Drehungsmittelpunkt, in 
die anfängliche Lage zurückführt. Dieser zyklischen Winkel bewegung, 
der fundamentalen Einheit der Winkelgrößen, entspricht eine Linear- 
bewegung des Endpunktes des Radius vector, welche gleich r X 2 tt 
ist, wenn mit r die Länge des. letzteren bezeichnet wird. Die Ein- 
heit der Winkelgi'ößen wird dann nach dem alten Einteilungssystem, 
welches sich ursprünglich an die der Anzahl der Tage im Sonnen- 
jahre am nächsten kommende runde und möglichst viele Teiler 
enthaltende Zahl 360 angeschlossen hat (die auch in der astrono- 
mischen Messung dauernde Bedeutung behalten wird, während der 
Hundertteilung des Quadranten usw. in den Rechnungen mit 
Winkelgrößen und in manchen Gebieten der tellurischen Praxis 
mit Winkelmessungen wohl die Zukunft gehören wird), in 360 X 60 
X 60 Sekunden eingeteilt, so daß bei einer Winkelbewegung oder 
Richtungsänderung des Radius vector um eine Sekunde sein End- 

2 n 
punkt eine Linearbewegung gleich r X q^o n^ fin ^x^ 60 '^^^^^^^^'^^ 

und ^war in Gestalt eines Kreisbogens. 

Bezeichnet man den Zahlenausdruck o^rv n^ bo \<r- ao C^^®^^^ 

" wir>/*ögyi Q ) ^^^"^ ^^ "d"? s^ ^'st hiernach bei einer in der Ebene 

Jüd2o4:,o . . . / K 

um den Ursprung als Mittelpunkt beschriebenen Richtungsänderung 

des Radius vector um eine Winkelgröße von x Sekunden die Länge 

des von seinem Endpunkte beschriebenen Kreisbogens in linearem 

Ausdrucke gleich ^X-p- Eine Winkelgröße a ist hiernach, mit 
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stillschweigender Supplierung des Divisors R^ ein Ausdruck für das 
Verhältnis, welches die Länge des zu der Winkelgröße gehörigen 
Kreisbogens zum Radius vector hat. 

Winkelgrößen von wenigen Zehnern der Sekunde sind also bei 
der Größe der Zahl R in der Tat sehr kleine Zahlenwerte, deren 
höhere Potenzen sehr schnell gegen Null konvergieren. 

Die geradlinigen und rechtwinkeligen Komponenten des Weges, 
den unter obigen Annahmen der Endpunkt des Radius Vector in 
einem Kreisbogen beschreibt, werden nun durch die trigonometrischen 

Funktionen der Winkelgröße ^ im Verhältnis zum Radius mittels 

folgender Reihen ausgedrückt: 



X 

sm ^ = -^ — 



R 1.2.3 



\rJ ^ 1.2.3.4.5SJB/"" 

eos^ = l-^(J)Vj-2L_(^^^^ 

tang^= J+ IT© + liöCiy-- 

Die linearen Werte jener geradlinigen rechtwinkligen Kompo- 
nenten des Kreisbogens sind dann r • sin x und r(\ — cos o;), und 
eine andere geradlinige, nicht rechtwinklige Zusammensetzung ent- 
hält die Komponenten r tang x und r ( j . 

' cos X ' 

Bei den Winkelmessungen in der Ebene und bei denjenigen 
Winkelmessungen an der Sphäre, aus denen unmittelbar die Be- 
stimmungen von Bogenlängen größten Kreises hervorgehen, die also 
auch in einer durch den Ursprung oder Mittelpunkt gehenden Ebene 
erfolgen, ist es nun durch die Beschaffenheiten unserer Apparate 
und unserer Augen, außerdem aber durch die unvermeidlichen 
Schwankungen der Fortpflanzungsrichtungen des Lichtes in den uns 
umgebenden gasförmigen Medien (von deren Einflüssen auf die 
Messungen wir nur gewisse mittlere Wirkungen einigermaßen nach 
ihren Gesetzen ergründen und dadurch aus dem Spiele bringen 
können) gerechtfertigt, auch bei unsern Berechnungen eine Ge- 
nauigkeitsgrenze anzusetzen, die natürlich mit der fortschreitenden 
Vervollkommnung unserer Erkenntnis aller Fehlerquellen und mit 
der Verbesserung aller Hilfsmittel auch weiterhin noch enger werden 
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kann, für die man aber zurzeit und wohl auch für die nächsten 
Jahrzehnte eine zahlenmäßige Festsetzung machen kann. Es wird 
keinem erheblichen Widerspruch begegnen, wenn hier, wenigstens 
beispielsweise, angenommen wird, daß bei Berechnungen der Er- 
gebnisse von Winkelmessungen obiger Art diejenigen numerischen 
Glieder der Entwickelungen unberücksichtigt bleiben dürfen, welche 

ein Hundertstel der Sekunde Talso -^ oder kurz 0",01 J nicht über- 
steigen und auch nicht durch das Hinzukommen gewisser Ver- 
größerungsfaktoren, in den End-Gleichungen für die gesuchten Ergeb- 
nisse der Messungen, schließlich in Beträgen von mehr als 0",01 
auftreten. 

Nach den obigen drei Reihen . ergeben sich hiernach die fol- 
genden zahlenmäßigen Grenzbedingungen für die in Sekunden 
ausgedrückte Winkelgröße a?, welche die letztere nicht überschreiten 
darf, wenn die Summe der Glieder, von dem zweiten anfangend, 

den Betrag von -W- nicht überschreiten soll, so daß dann das erste 

Glied jeder Reihe als eine erfahrungsmäßig nach den Umständen 
der Messung ausreichende Darstellung der bezüglichen geradlinigen 

Komponente des im Kreisbogen -^ gemessenen Abstandes gelten darf. 

Es ist nach einfacher Rechnung (für 12 = 206264,8...), bei 
welcher man sich wegen der schnelleji Konvergenz der Reihen bei 

diesen kleinen Werten von -^ mit den ersten Gliedern begnügen darf, 

- 1:1:3(1)'+ 1.2-3-4-5 (l)'- ^^'''''' ^^^(^)' 
wenn x kleiner als 1368 
ferner 

_ J-r-^Y-i- _J_r^V-.. kleiner alsr^") 
\.2\r) ^ l2-'6.'k\R) ''•einer als^^ ^ ;, 

wenn x kleiner als 64 
und 

+ i^(i)'+ riöd)'- ^^''''''' ^i«(^)' 

wenn x kleiner als 1086. 
Hiernach darf man (abgesehen von den Fällen, in denen Ver- 
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größerungsfaktoren in den Gleichungen, wie oben in der Gleichung 

für sinJK das -; — ^, besondere Erwägungen bedingen) unterhalb 

der bezüglichen Grenzwerte die folgenden Vereinfachungen zulassen: 

sin^"=-|...wenn ^" Z 1368" (oder Z rund 23') 



cos a?" =1... wenn ^" Z 64" (oder Z rund 1') 
Lang^"=-^...wenn 
Statt der Formulierung 



tang^" =-^ ... wenn a" Z 1086 (oder Z rund 18'). 



sina? == -D ••• 

ist es im allgemeinen gebräuchlich, auf Grund der nach dem Obigen 
ebenso richtigen Gleichung 

sinl" = ^... 

die folgende zu setzen: 

8inÄ"=^' sin 1"... 

Dasselbe gilt für den Ausdruck tanga?", für den man auch inner- 
halb der oben angegebenen Grenzen ohne weiteres setzen kann: 
tanga?" = ^. sin 1"... 

Es ist klar, daß man hiernach in zweiter Näherung für den 
cos o;" nach obiger Reihenentwickelung setzen kann: 

cos^" = l — i(a;sinl")^.. 
und zwar ist dies, wie aus dem 3. Gliede der cos-Reihe erhellt, 
zulässig bis zu dem Werte aj = 113'..., also nahezu bis zu 1^,9. 
Winkelgrößen, welche 64 Sekunden oder rund eine Minute nicht 
übersteigen, darf man also in obigem strengstem Sinn als Größen 
erster Ordnung bezeichnen. Die zu ihnen gehörenden Kreisbogen 
darf man sowohl mit dem Sinus, als auch mit der Tangente gleich 
erachten und ihre Länge in dem Linearausdruck des Radius r gleich 

Xr 



206264,8 
setzen, und den Sinus versus (1 — cos x), sowie die Komponente 

(l ), welche beide je eine Bestimmung für den Linear- 

^ cos *c ^ 
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betrag der nach dem Mittelpunkt gerichteten von den beiden gerad- 
linigen Komponenten der Bewegung im Kreisbogen darstellen, darf 
man bei ihnen vernachlässigen, mit andern Worten, man darf inner- 
halb des Bereiches dieser kleinen Kreisbogenlängen die Kugelfläche 
als eine Ebene und die sphärischen Konfigurationen als solche be- 
trachten, die aus geradlinigen Elementen in dieser Ebene zusammen- 
gesetzt sind. Die Gleichsetzung des Sinus und der Tangente mit 
dem Bogen darf man aber sogar bis zur Grenze einer Winkelgröße 
von rund 18 Minuten ausdehnen, womit man auch die Winkelgrenzen 
der Gesichtsfelder der feineren messenden Fernrohre (siehe oben die 
Erörterung über den Unterschied zwischen C und C^ mit umfaßt. 
Die sphäri- Bevor wir nun mit diesen Festsetzungen an die obigen 

un^d diYw^n? Gleichungen für JK und für Q, Cc und n herantreten, ist es er- 
koimessungiu forderlich, zunächst auch im Sinne der rechnerischen Kritik, aber 

den Parallel- ' ' 

kreisen, zugleich im Interesse einer möglichst einwandfreien Lehrdarstellung 
und Anwendung der Sphärik das Wesen der sphärischen Winkel, 
sowie der Genauigkeits Verhältnisse ihrer Messung und ihrer 
rechnerischen Verwertung näher in Betracht zu ziehen. Der 
sphärische Winkel, als der TY^^kel zwischen zwei Bogen größten 
Kreises an der Sphäre, bedeutet im Räume einen Winkel zwischen 
zwei durch den Mittelpunkt der Sphäre (als Ursprung des Polar- 
Koordinatensystems im Räume) gehenden Ebenen. Während die 
sphärische Bogenkoordinate (« und o) oder die Poldistanz des 
Objekts nichts anders ist als das Komplement des ebenen Neigungs- 
winkels, welchen der Radius vector des Objekts mit der durch den 
Ursprung gehenden Grundebene des Polar-Koordinatensystems im 
Räume bildet, ist die sphärische Winkelkoordinate (g und y) nichts 
anderes, als der Winkel^ welchen die Projektionsebene des Radius 
vector auf die Grundebene, also die Ebene jenes Neigungswinkels 
(zugleich die Ebene des größten Kreises, welcher durch den Pol 
des sphärischen Koordinatensystems und das Objekt S geht) mit 
der Ebene des größten Kreises, welcher durch den Polpunkt und 
den Leitpunkt des sphärischen Koordinatensystems geht, also mit 
der Ebene des Leitkreises bildet. Dieser Winkel zweier zur Grund- 
ebene des Polar-Koordinatensystems im Räume rechtwinkligen Ebenen 
ist identisch mit dem ebenen Winkel, welcher in der Grundebene 
die Projektion des Radius vector und des Polkreises des Objektes 
auf dieselbe mit der Projektion des Leitkreises auf die Grundebene 
bildet, und es ist sofort klar, daß, je näher das Objekt S auf der 



Digitized by 



Google 



III. Die sphärischen Koordinatenmessungen. 45 

Sphäre an dem Pol des sphärischen Koordinatensystems liegt, desto 
kürzer die Projektion des Radius vector auf die Grundebene wird. 
Es können dann aus den kleinsten Kichtungsänderungen des Radius 
vector seitlich zu seiner Projektionsebene auf die Grundebene sehr 
große Änderungen des Winkels jener beiden Projektionen, also aus 
den entsprechenden kleinsten Veränderungen des sphärischen Ortes 
des Objektes S seitlich zu dem größten Kreise, in welchem seine 
Poldistanz gemessen wird, sehr große Veränderungen seiner sphäri- 
schen Winkelkoordinate (g oder y), nämlich sehr große Winkel- 
bewegungen in den sehr kleinen Parallelkreisen um den Polpunkt, 
hervorgehen. Die sphärische Winkelkoordinate hat also ähnliche 
Beziehungen zu den sphärischen Bogenkoordinaten, wie nach den 
obigen Erörterungen bei den Polarkoordinatep in der Ebene die ebene 
Winkelkoordinate am Ursprünge zu den geradlinigen Abständen 
der Objekte vom Ursprünge. 

Ein erheblicher formaler Unterschied und ein zweifelloser 
übelstand der Terminologie der Sphärik besteht jedoch darin, daß 
bei der letzteren nicht blos die Winkelkoordinate, sondern auch die 
Bogenkoordinate durch Winkelgrößen und zwar mit Einheiten von 
übereinstimmender Benennung ausgedrückt wird, während bei den 
Polarkoordinaten in der Ebene die Winkelgrößen und die Linear- 
größen durch die Bezeichnungen und durch die Einheiten ihrer 
Ausdrücke ganz scharf unterschieden werden. 

Dieser Übelstand in der Sphärik würde aber nur durch Kompli- 
kationen der Bezeichnungen zu beseitigen sein, die wieder andere 
Schwierigkeiten oder Übelstände zur Folge haben würden. Wenn 
man z. B. bei den Ausdrücken der sphärischen Winkel die Grade, 
Minuten und Sekunden Parallelkreisgrade usw. nennen und durch 
Einklammerung ihrer bekannten Zeichen (wie etwa (®), ('>, (")) von 
den Graden, Minuten und Sekunden der Bogen größten Kreises 
und der ebenen Winkel unterscheiden wollte, so würde dies doch 
als unsäglich schwerfällig empfunden werden und kaum irgendwo 
zur Annahme gelangen. Vielleicht gelingt es in Zukunft in Ver- 
bindung mit der Schaffung neuer gemeinsamer Bezeichnungsformen 
in der Wissenschaft und Technik hierfür eine geeignete Abhilfe zu 
Wege zu bringen. Ein sphärischer Winkel findet in der Tat seine 
zutreffende Darstellung in dem seiner Winkelgröße entsprechenden 
Bogen des Parallelkreises, welchem das Objekt nach seiner Poldistanz 
angehört, und es handelt sich nun darum, die Äquivalente bezw. 
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die Komponenten der bezüglichen, in Parallelkreisbogen aus- 
gedrückten Ortsveränderungen der Objekte an der Sphäre durch 
Bogenstücke größten Kreises, also kürzester Linie in der Kugel- 
fläche, sozusagen in allgemeinem sphärischem Linearmaß auszu- 
drücken. Die in einem Parallelkreise an der Sphäre vor sich gehende, 
in den Winkeleinheiten seines Umkreises angegebene Ortsverän- 
derung kann nun in Winkeleinheiten größten Kreises so dargestellt 
werden, wie Fig. 5 zeigt, und zwar in der einen Komponente durch 
ein sogenanntes sphärisches Perpendikel, nämlich das Bogenstück 
größten Kreises, welches man vom Endpunkt des Parallelkreisbogens 
auf den Polkreis seines Anfangspunktes derartig fallt, daß es mit 
diesem Polkreise einen sphärischen rechten Winkel bildet, sodann 
in der andern Komponente durch dasjenige Bogenstück dieses Pol* 
kriöises, welches zwischen dem Fußpunkte jenes sphärischen Perpen- 
dikels und dem Anfangspunkte des Parallelkreisbogens liegt und als 
die Krümmung des letzteren etwas uneigentlich bezeichnet zu werden 
pflegt. Die Länge des sphärischen Perpendikels ist hierbei ein 
sphärisches Analogen zu dem Sinus und die sogenannte Krümmung 
ein Analogen zu dem Sinus versus der ebenen Trigonometrie. 

Als Polkreis des Anfangspunktes des Parallelkreisbogens ist hier 
in Fig. 5, im Anschluß an Fig. 3, derjenige Polkreis JSo angenommen, 




Fig. 5. 

welcher mit dem durch die Pole der beiden Achsen J und K 
gehenden Polkreise JK genau einen sphärischen Winkel von 90* 
bildet. Der Bogen größten Kreises, um welchen der sphärische Ort 
des anvisierten Objektes vom Pol J absteht, nämlich *7/S = 8, macht 
dann nach den oben vorhergegangenen Darlegungen, infolge der 
Abweichungen (Cc und n) der Visierachse von der Normale zur 
Achse Ä" und der Achse K von der Normale zur Achse J, einen sphäri- 
schen Winkel gleich Q mit der Richtung des größten Kreises JSo- 
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Mit SSo ist nun in der Fig. 5 der Parallelkreisbogen bezeichnet, 
welcher die sphärische Winkelgröße Q darstellt. 

Das sphärische Perpendikel ist dann SSp^ und JSp = 5 r— SpSo 
ist die Poldistanz des Fußpunktes dieses Perpendikels. Für die 
Länge des Perpendikels SSp findet inan aus dem rechtwinkeligen 
sphärischen Dreieck JSSpi 

sin SSp = sin Q • sin JS 

oder wenn man kurz SSp mit qg bezeichnet und s für JS einträgt: 

sin qg= sin Q • sin ^. 

Für Q = 90* hat man hieraus jp =s, welches in der Tat der 
Wert der bezüglichen Komponente für den Parallelkreisbogen von 
90^ ist. 

Es ist überhaupt qg nach vorstehender Formel näherungsweise 
das in Winkeleinheiten größten Kreises ausgedrückte Äquivalent 
für kleine sphärische Winkel Q in der Pt)ldistanz s; denn es läßt 
sich sofort , zeigen, daß die andere Komponente der durch Q aus- 
gedrückten Veränderung des sphärischen Ortes des Objektes, näm-^ 
lieh der Bogen größten Kreises SoSp, um welchen die Poldistanz 
des Fußpunktes des Perpendikels qg kleiner ist als ä, einen bei 
kleinen Werten von Q so geringen numerischen Betrag in Winkel- 
einheiten größten Kreises hat, daß man in den meisten Fällen der 
vorliegenden Messungspraxis die in Winkeleinheiten größten Kreises 
ausgedrückte Länge des sphärischen Perpendikels SSp = qg als die 
vollständige Vertretung des sphärischen Winkels Q und des zu- 
gehörigen Parallelkreisbogens SSoy sozusagen als zusammenfallend 
mit dem letzteren ansetzen kann. 

Bezeichnen wir nämlich kurz die zweite Komponente für Q im 
Bogen größten Kreises, also SgSp^ mit 5,, so haben wir in dem 
sphärischen Dreieck JSSp 

tang (s — qg) = tang s cos Q. 

Hieraus sehr leicht durch goniometrische Entwickelung zuerst 

die folgende, bei den gewönlichen Beträgen von Q in der Praxis 

obigen Beispiels meistens schon ausreichende Näherungsformel: 

tang ^J = sin 25X sin* ^ Q... 

und sodann mit Eintragung dieses q, die strenge Formel: 

cos« 

tang 5, = sm 3 J — ; — -r 

cos{8 + q,) 
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Für Q = 90® hat man hieraus g, = s, welches in der Tat der 
Wert der bezüglichen Komponente für den Parallelkreisbogen von 
90® ist. 

Statt der letzten strengen Formel für tang q^ kann auch die 
folgende Reihenentwickelung eintreten, welche im allgemeinen sehr 
schnell konvergiert und rechnerisch sehr bequem gehandhabt werden 
kann: 

sin(?, — ?P = sin?Jcosg,[/ + /^ + /'...] 
oder, fast stets ausreichend, 

qs — q^, = ql X/... wo /= tang ^J • tang s 

(oder auch mit logarithmischen Differenzen) 

^ d • log cos Ä X ?J — [ log tang q^^ — log sin q'l ] 
^' "~ ** "" d . log tang 2; 

wo d • log cos 8 den (positiv genommenen) Zahlen wert der logarith- 
mischen Differenz bei log cos s für eine Veränderung von s um eine 
Sekunde und d- log tang gj ebenso den Zahlenwert der logarith- 
mischen Differenz bei log tang q^^ für eine Zunahme von 5^ um eine 
Sekunde bedeutet, natürlich beide logarithmische Differenzen in 
Einheiten derselben Dezimale ausgedrückt und ebenso der Unter- 
schied (log tang q^^ — log sin 5^). (Diese Formeln für g, finden bei 
der Berechnung von Beobachtungen an verschiedenen Stellen des 
Gesichtsfeldes, mit dazwischenliegenden Ortsveränderungen der Bilder 
der Objekte in den Parallelkreisen der Drehungsbewegung der 
Sphäre, vielfache Anwendung.) 

Aus den obigen Reihenentwickelungen und aus der vorstehenden 
Formel für die Komponente qg folgt, daß bei Werten von Q, die 
unterhalb 23 Bogenminuten liegen, gesetzt werden kann: 

qgz=i Q.sin s.,.. 

Mit andern Worten, man kann solche kleine Winkelgrößen, die in 
Einheiten von sphärischen Winkeln oder Parallelkreisbogen angegeben 
sind, in Einheiten der Bogen größten Kreises oder kürzester Linie 
auf der Sphäre ausdrücken, wenn man sie mit dem Sinus der Pol- 
distanz des Parallelkreisbogens multipliziert. Dasselbe folgt übrigens 
auch einfach aus dem Verhältnis des Radius eines Parallelkreises 
zum Radius des größten Kreises. 

In dem sphärischen Dreieck KSJ (Fig. 3 und Fig. 4) ergibt 
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sich nun außer den drei Grundgleichungen A unter andenn auch noch 
folgende Gleichung 

— sin Ce = sin n • cos ä — cos w sin « • sin Q 

, . . ^ sin C- , 

oder sin s • sm ü = f- tang n • cos ä 

cos w ^ 

Da nun auf der rechten Seite keinerlei Vergrößerungsfaktor 
für sin Cc und tang n vorhanden ist, insofern cos n bei den kleinen 
hier in Frage kommenden Werten von n fast genau = 1 ist, so 
kann man, falls Cc und n die obigen Grenzen einer Größe erster 
Ordnung (also nach den bezüglichen Annahmen eine Bogenminute) 
einhalten, setzen: 

cosn"= 1... 

und noch sicherer 

sin6;j' = C^ sinl"... tang w" =w sin 1"... 
so daß, da nach den vorangehenden Formeln 

sin s • sin Q = sin qg 
der einfache Ausdruck sich ergibt: 

sin 5^^ = sin 1'' \Cc + wcoss] — 
oder, da hiernach auch mit genügender Sicherheit 

Äxiqg=^qg* sin 1"... 
gesetzt werden kann: 

gr^= Cc + W COSÄ... 

Da, wie wir oben gesehen haben, für Q = 90®, also wenn sich 
das Objekt S in der Verlängerung des größten Kreises KJ befindet, 
qg^=ss und zugleich ^^=0 zu setzen ist, so folgt aus voretehender 
Gleichung, wenn wir noch die Relation s = K + J K berücksichtigen, 
zunächst die Gleichung 

5 =s= Cc -f n cos J -AT. . . 

oder den Voraussetzungen und Konsequenzen der obigen Näherung 
entsprechend, als Kontrole dieser ganzen Entwickelung, überein- 
stimmend mit den früheren einfacheren Betrachtungen: 

s= Cc + w.... 

Bei der Ermittelung der Werte von Cc und von n aus den 

Foerster, Astrometrie. 4 
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Werten von Q^ und Q^ nach den Gleichungen auf Seite 37 ist es 
am zweckmäßigsten, in aller Strenge zu verfahren, wenn die Werte 
der Q die Grenze übersteigen, unterhalb deren man 

tangQ=Qsinl"... 
setzen kann. Die bezüglichen Gleichungen sind bequem genug, 
während die etwaige Berücksichtigung höherer Glieder der Reihen- 
entwickelungen in solchen Fällen umständlicher und undurch- 
sichtiger ist. 
Die Genauig- Aber weuu man nun die Werte Cc und w kennt und dann 
^ nisirde^r" ^^^ irgendeine Poldistanz s den Winkel Q berechnen soll, um ihn 
Messungen in mit positivcm oder negativem Zeichen zu den Kreisablesungen G 
nen Parallel- hinzuzufügen, wcrdeu noch besondere Erwägungen in betreff der 
kreisen. Geuauigkeitsgreuzen der Berechnung und der Angabe erforderlich. 
Nach den vorangegangenen Entwickelungen würde man Q in 
Funktion von Q und n berechnen können entweder aus der 
Gleichung: 



^ sin neos K + tang Cc 

*^°8-^= s^Ä — 

oder aus der Gleichung: 

sin w • cos 8 + sin Cc 



cosn 



sm Q = - 



sm 8 • cos n 



In beiden Formeln ist auf der rechten Seite ein Vergrößerungs- 
faktor - — r> oder - — enthalten, welcher bei kleinen Poldistanzen « 
sm K sin s 

sehr erheblich w^erden und sehr große Werte von Q bedingen kann, 
auch wenn Cc und n Größen erster Ordnung in obigem Sinne sind. 
Hierbei würde eine Vernachlässigung der höheren Glieder der Reihen- 
entwickelung für sin, cos und tang, auf der rechten Seite mit den- 
selben Vergrößerungsfaktoren auf Q übergehen. Auf den ersten 
Blick könnte man alle diese Vergrößerungswirkungen in Q nur für 
scheinbare erklären, denn sie sind ja nur in Einheiten der Parallel- 
kreise ausgedrückt und ihre Vergrößerung ist nur eine Folge der 
Verkleinerung der Parallelkreise und der betreffenden Winkeleinheiten, 
proportional der Abnahme von sin*, so daß in der Tat auch in 
den kleinsten Parallelkreisen für die Komponente qg die obige Be- 
stimmung ausreichen würde ([g = Cc + neos 5..., wenn nur zugleich 
die andere Komponente der Ortsveränderung im Parallelkreisbogen, 
nämlich g',, welche im allgemeinen bei denselben Werten von Cq 



Digitized by 



Google 



III. Die sphärischen Eoordinatenm essungen. 51 

und n mit der Abnahme von s erheblich wächst, gehörig berück- 
sichtigt würde. 

Die ganze Betrachtung kompliziert sich aber durch Erwägungen 
und Erfahrungen aus dem Gebiete der Fehlertheorie, welche uns 
lehren, daß für die Ortsbestimmungen im Sinne der Koordinate g^ 
welche sich aus den Kreisablesungen G und den Bestimmungen 
des Winkels Q durch Cc, n und s zusammensetzen, eine größere 
Genauigkeit auch in Winkelmaß größten Kreises erreichbar ist, als 
im Sinne der Bogenkoordinate 5, welche durch die Kreisablesungen 
S und durch die sehr kleine Korrektion AK (ebenfalls, nach obiger 
Gleichung, Seite 38, eine Funktion von C n unds) bestimmt wird. 

Dieser Genauigkeitsvorteil für die Ortsbestimmung an der 
Sphäre im Sinne der Koordinate g wird unter Umständen in sehr 
kleinen Foldistanzen so erheblich, daß man die Genauigkeitsgrenze 
für die rechnerische Bestimmung der sphärischen W^inkel Q, welche 
letzteren in diesen kleinen Poldistanzen sehi- große Beträge annehmen 
können, nicht nach ihren lediglich auf Bogenelemente größten Kreises 
durch Multiplikation mit sin s reduzierten Beträgen normieren darf, 
sondern durch etwas schärfere Erwägungen bestimmen muß, denen 
wir hier, da sie meistens in den Lehrbüchern etwas zu summarisch 
erörtert werden, einige nähere kritische Betrachtungen, mit einem 
kleinen Exkurs in die Theorie der sogenannten zufälligen Beob- 
achtungsfehler, widmen wollen. Wir werden dadurch zunächst einen 
etwas festeren Anhalt für das Maß der Abkürzungen bei der Be- 
rechnung von Q aus Cc , n und 8 nach der obigen Formel für sin Q 
gewinnen. 

Wir beschränken uns hierbei zunächst auf die Einstellung von 
solchen Objekten S, welche zu den Fixpunkten unsers instrumentalen 
Koordinatensystems J und W eine, jedenfalls während einer voll- 
ständigen und in sich zusammenhängenden Beobachtungsreihe un- 
veränderliche Lage haben, so daß von einer genauen Festlegung 
der einzelnen Beobachtungsepochen durch Zeitmessung zunächst Ab- 
stand genommen werden kann. Dann setzt sich die Einstellung 
des Visierapparates auf ein Objekt S im Sinne der Koordinate g 
zusammen aus der Konstatierung der Lage seines Bildes (in der 
mikrometrisch eingeteilten Bildfläche des Fernrohrs) im Sinne des 
Abstandes KS und aus der Kreisablesung G. Nehmen wir an, das 
Bild des Objektes sei möglichst genau in den Mikrometer-Mittel- 
punkt oder -Nullpunkt (etwa den zentralen Kreuzungspunkt zweier 

4* 
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Fadensysteme) eingestellt worden, so daß man den entsprechenden 
Abstand KS an der Sphäre gleich 90® + Cc ansetzen kann. Die 
Erfahrung lehrt nun aber, daß auch bei den vermeintlich genauesten 
Operationen dieser Art zufällige Fehler begangen werden und ebenso 
bei der zugehörigen Kreisablesung G. Als ein Maß für solche zu- 
fällige Fehler gilt der sogenannte wahrscheinliche Fehler, welcher 
aus wiederholten Messungen unter wesentlich übereinstimmenden 
Bedingungen und Umständen persönlicher, instrumentaler und physi- 
kalischer Art ganz erfahrungsmäßig bestimmt werden kann. Bildet 
man das arithmetische Mittel aus einer großen Anzahl von Messungs- 
ergebnissen einer ganz bestimmten Art, deren Verschiedenheit nur 
durch die bezüglichen zufälligen Fehler verursacht sein kann, 
während sie sonst identisch sein müßten, so ist dieser Mittelwert 
dem wahren Werte des gesuchten Messungsergebnisses sehr nahe, 
und zwar um so näher, je größer die Anzahl der unter homogenen 
Bedingungen wiederholten Messungen war. Durch die Vergleichung 
jedes der einzelnen Messungsergebnisse mit ihrem Mittelwert erhält 
man also Näherungswerte der erfahrungsmäßig vorgekommenen zu- 
fälligen Messungsfehler, und wenn man diese Fehlerwerte, ohne 
Rücksicht auf ihre Zeichen, nach ihrer Zahlengröße ordnet, so bildet 
der in der Mitte ihrer Reihe stehende sogenannte Zentralwert eine 
Art von Genauigkeitsmaß für die bezügliche Messungsoperation und 
wird der „wahrscheinliche" Fehler derselben genannt. Nach 
dem vorstehend in Kürze dargelegten Verfahren seiner Ermittelung 
ist die Anzahl derjenigen in der ganzen Reihe wirklich vorge- 
kommenen Fehler, welche kleiner sind als der „wahrscheinliche" 
Fehler, nahe dieselbe, wie die Anzahl derjenigen in der ganzen 
Reihe wirklich vorgekommenen Fehler, welche größer sind als der 
„wahrscheinliche" Fehler, sodaß die Wahrscheinlichkeit, daß 
im einzelnen Falle der wirkliche Fehler größer sei, als der „wahr- 
scheinliche", dieselbe ist, wie die Wahrscheinlichkeit, daß jener 
kleiner sei als dieser letztere. Wir wollen hier den „wahr- 
scheinlichen" Fehler eines beliebigen Messungsergebnisses A/ kurz 
mit db eM bezeichnen, wobei das doppelte Vorzeichen zur Unter- 
scheidung dieser hypothetischen Verbesserung von einer wirklich 
nachweisbaren Verbesserung dient. Die Zahlenwerte dieser hypo- 
thetischen Verbesserungen haben aber die große praktische Be- 
deutung, daß sie auf einer allseitig anerkannten Grundlage Anhalts- 
punkte für die Schätzung des Genauigkeitsgrades der bezüglichen 
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Messungsoperation bieten. Hiermit wird es ermöglicht, die schließ- 
lichen Gesamtresultate aus Messungen von verschiedener Genauigkeit 
nach festen und rationellen Vorschriften abzuleiten, welche die 
persönliche Willkür dabei, für alle Beteiligten beruhigend, aus dem 
Spiel bringen. Diese .Fehlertheorie setzt zugleich fest, daß, wenn 
ein Messungsergebnis durch verschiedene von einander unabhängige 
Fehlerquellen beeinflußt wird, der „wahrscheinliche" Fehler 
des Gesamtresultates gleich der Quadratwurzel aus der Summe der 
Quadrate der einzelnen „wahrscheinlichen" Fehler anzunehmen 
ist, welche diese verschiedenen einzelnen Fehlerquellen charakte- 
risieren. 

Wir wollen jetzt eine Anwendung von obigen Grundzügen der 
Fehlertheorie auf die vorangehenden Erörterungen und Aufgaben 
aus dem Gebiete der Bestimmung von sphärischen Koordinaten 
machen. 

Bei der Bestimmung der Koordinate g kommt zunächst der 
•Fehler in Frage, welcher bei der oben erörterten Einstellung des 
Bildes des Objektes S in dem Mikrometer- oder Fadennetz-Mittel- 
punkt, und zwar in der Richtung -ffÄ, begangen wird. Nennen 
wir den bezüglichen wahrscheinlichen Fehler, und zwar in Winkel- 
einheit größten Kreises ausgedrückt, efg^ so hat derselbe im 
sphärischen Winkel ^, nämlich im Parallelkreisbogen bei der Pol- 

distanz s, nach den vorangehenden Darlegungen den Betrag ~-^, 

Sodann ist die zweite Fehlerquelle der Bestimmung von g enthalten 
in der Ablesung G des Kreises zur Achse J, Wir bezeichnen den 
wahrscheinlichen Fehler für dieselbe mit zt^G. Der vollständige 
Ausdruck für g war aber oben: 

g=G'-G^ + 90^ + Q 
in der Lage I des Instruments, oder auch 

y= G" — G^^90—Q 

in der Lage U des Instruments. 

Die Unterscheidung der beiden Lagen hat aber hier keine Be- 
deutung, da wir in der Regel annehmen dürfen, daß der „wahr- 
scheinliche" Fehler infolge der Übereinstimmung der Genauigkeits- 
bedingungen der beiden Einstellungen bei (?' nahezu derselbe 
ist, wie derjenige bei G". Wir hätten dann schlechtweg nach der 
obigen Vorschrift betreffend das Zusammenwirken der verschiedenen 
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unabhängigen wahrscheinlichen Fehler in Gestalt der Summe ihrer 
Quadrate : 

eg = ± y(^J + («G)'-f («G„)'+(eQ)«. 

Der wahrscheinliche Fehler, welcher der Kenntnis von Gu, anhaftet, 
wird im allgemeinen im Vergleich mit den jedesmaligen Beobachtungs- 
fehlern efg und sG nicht irgendwie erheblich in Frage kommen, 
da die Ermittelung des Wertes (?„,, je nach der besonderen Art 
und Bedeutung des Leitpunktes W, in der Regel auf einer so großen 
Anzahl einzelner Einstellungen bei verschiedenen Beobachtungsreihen 
beruhen wird, daß bei ordentlichem Verfahren der wahrscheinliche 
Fehler eGu, beliebig klein gehalten werden kann. Ähnliches gilt 
für ^Q, da Q auch meistens auf ein mittleres Ergebnis für die 
Werte Cc und n begründet sein wird, und diejenige rechnerische 
Ungenauigkeit in Q, welche gerade bei den vorliegenden Betrach- 
tungen in Frage ist, nicht den Charakter eines zufälligen Fehlers, 
sondern einer Korrektion haben wird. 

Wir haben also zunächst ausreichend: 



■""^VC^J + f'«) 



sin s^ 

Ganz analog haben wir für die Bestimmung der Koordinate s zu- 
nächst die Einstellung des Bildes des Objektes S in den Mikro- 
meter-Mittelpunkt in der Richtung des größten Kreises JS mit 
dem wahrscheinlichen Fehler ± f/„ sodann die Ablesung S des 
Kreises zur Achse K mit dem wahrscheinlichen Fehler «S, endlich 
die Bestimmung der Kreisangabe S» mit dem wahrscheinlichen 
Fehler eSi und die Korrektion JK mit dem wahrscheinlichen Fehler 
e/lK, Hiernach: 



Den Betrag C^S»)' kann man hier vernachlässigen nach ganz den- 
selben Gesichtspunkten, wie oben («G«,)', nnd (eJKy wegen der 
außerordentlichen Geringfügigkeit des darin enthaltenen Einflusses 
der kleinen Unsicherheiten der Kenntnis von Cc und w, mit noch 
größerem Recht als oben (eQy. Wir haben somit einfach: 



es = y(ef,y + (6Ö)•^ . . 
Vergleichen wir jetzt eg und es miteinander, und bedenken wir. 
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daß die beiden Einstellungs-Ünsicherheiten in der Bildebene, näm- 
lich efg und «/„ im allgemeinen übereinstimmend sein werden, 
nehmen wir sodann beispielsweise an, daß die beiden wahrschein- 
lichen Fehler der Kreisablesungen, cG und eS, ebenfalls nicht er- 
heblich verschieden sind, da bei einem sphärischen üniversal- 
instrument, wie dem hier betrachteten, zwar selten die beiden 
Kreise völlig gleich eingerichtet und gleich groß sind, aber doch 
näherungsweise übereinstimmende Bedingungen bei den beiden 
Ablesungen obwalten werden. Unter den vorstehenden Annahmen 
würde dann ^g im allgemeinen größer sein, als «s, und zwar in 
um so stärkerem Betrage, je kleiner sin s, also je näher das Objekt 
dem Pole J ist. Je kleiner aber sin 8 ist, desto geringere Bedeutung 
hat Eg im Bogen größten Kreises, und die entscheidende Genauig- 
keitsbestimmung liefert ja doch dieser letztere Betrag, nämlich 



^g • sin s = ^{ßfgf + (sG - sin s)^ . . 

Es folgt hieraus, daß in sehr kleinen Poldistanzen s unser Messungs- 
verfahren für alle in Bogen größten Kreises ausgedrückten Abstände 
rechtwinklig zum Polkreise JS des Objektes S eine wahrhaft mikro- 
metrische Genauigkeit bietet und den Einfluß der Unsicherheiten 
der Kreisablesungen auf ein Minimum zu reduzieren gestattet, was 
dagegen bei der vorliegenden Art der Messung der Poldistanzen JS 
nicht möglich ist. 

Noch schärfer tritt dieser Unterschied der Messungsgenauig- 
keiten für die beiden Koordinaten hervor, wenn wir von der Be- 
ständigkeit der Lage der Objekte zu den beiden Fixpunkten J und 
W absehen und in Betracht ziehen, daß bei allen Himmelsobjekten 
die generelle scheinbare Drehung der Sternsphäre um den Pol P 
der Erdachse, beziehungsweise die wirkliche Drehungsbewegung des 
bei allen fundamentalen Messungen wichtigsten und am unmittel- 
barsten einstellbaren Fixpunktes, des Zeniths Z, in einem Parallel- 
kreise um den Pol P und gegen den am Himmel relativ festen 
Leitkreis PE (siehe Seite 24) uns dazu zwingt, die augenblickliche 
Phase jener Drehungen durch Anwendung von zeitmessenden Appa- 
raten mit größtmöglicher Genauigkeit für jeden Zeitpunkt einer 
Einstellung von Himmelsobjekten zu bestimmen. 

Wenn die Zeiteinheit, in welcher die bezügliche Drehungsphase 
des Polkreises PZ um P und gegen die Leitlinie PE mit Hilfe der 
zeitmessenden Apparate angegeben wird, eine sogenannte Sternzeit- 
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Sekunde ist, nämlich gleich der Dauer einer vollen Drehung von 
PZ gegen PE^ geteilt durch den konventionellen Zahlenwert 24 X 60 
X 60, so beschreibt scheinbar jedes Himmelsobjekt S während dieser 
Zeiteinheit gegen PZ einen Parallelkreisbogen, dessen Länge in 
Winkeleinheiten größten Kreises gleich 15"X sin Gp ist, wo Gp die 
Poldistanz PS bezeichnet. Die Fixierung solcher Zeitpunkte ist 
nun aber auch, teils infolge der Unvollkommenheiten der zeit- 
messenden Apparate, teils und hauptsächlich infolge der unvermeid- 
lichen kleinen Unsicherheiten, mit denen der Beobachter den Zeit- 
punkt der von ihm vollzogenen Einstellung des Bildes des Objekts, 
innerhalb des Mikrometer- oder Fadennetzes, an eine bestimmte 
Phase der Schwingungen der zeitmessenden Apparate anknüpft, mit 
einem wahrscheinlichen Fehler behaftet, den man ebenfalls, wie 
oben erörtert, erfahrungsmäßig ermitteln kann. Wir wollen den 
letzteren, in Einheiten der Sternzeitsekunde ausgedrückt, mit eU 
(anknüpfend an die Benennung der Uhrzeit mit C/) bezeichnen. 
Bei den Einstellungen eines Objektes, welches an der schein- 
baren Drehung der Himmelsfläche teilnimmt, wird nun dieser wahr- 
scheinliche Fehler der Bestimmung der bezüglichen Drehungsphase 
die Messung der Koordinaten g und a in dem instrumentalen Ko- 
ordinatensystem, dessen Fixpunkte J und W sind, in verschiedenem 
Betrage beeinflussen je nach dem Winkel, um welchen das Parallel- 
kreis-Element jener Drehungsbewegung, dessen Winkelgröße in 
Einheiten größten Kreises eJ7X 15" XsinCp beträgt, gegen den 
Polkreis JS geneigt ist. Nennen wir den Cosinus dieses Winkels F, 
und den Sinus desselben Fg^ so tritt nunmehr zu den beiden oben 
angegebenen wahrscheinlichen Fehlern eg und es noch die soeben 
erörterte Unsicherheit der Angabe des zu der Einstellung des Ob- 
jekts S gehörigen Zeitpunktes in folgenden Gesamtausdrücken hinzu: 

eg ' sin s =y(€fgy + (eG • sin sy + (eUx 15 sin Gp X i^ 



es =y(e/,y+ (e^y+ (eUx 15 sin GpXF.y 

Je näher das Objekt S am Himmel dem Polpunkt P der täg- 
lichen Drehung liegt, und je kleiner demzufolge sin Gp ist, desto 
geringer ist der Einfluß der Unsicherheiten der Zeitangabe auch 
auf eg und es. Und je näher J mit P zusammenfällt, desto kleiner 
ist dann gleichzeitig sin ä, wahrend dann F^ sehr klein und Fg nahe 
gleich Eins wird. 
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Aus allen diesen Erwägangen ist aber die Praxis hervorgegangen, 
daß man die Winkelkoordinaten g und y überhaupt, besonders 
aber, wenn der Pol J mit dem Polpunkt P der täglichen Drehung 
nahe zusammenfällt, bei den kleineren und kleinsten Poldistanzen 
(ß und a) der Objekte, im Parallelkreisbogen bis auf dieselben 
Dezimalstellen der Winkeleinheit angiebt, wie die Poldistanzen 
selber, die in Winkeleinheiten größten Kreises ausgedrückt werden. 

Dies Verfahren trägt ganz summarisch dem oben dargelegten Sach- 
verhalt Rechnung, daß durch sphärische Meßinstrumente der obigen 
Art die sphärischen Örter in der Richtung rechtwinkelig zu den Pol- 
distanzen in Winkelmaß größten Kreises bei kleinen Poldistanzen ge- 
nauer bestimmt werden, als in der Richtung der Poldistanz selber. 
Und es ist zuzugeben, daß es schwer sein würde, in diesen Angaben 
ohne große Weitläufigkeiten nach völlig rationellen allgemeinen 
Vorschriften zu verfahren, weil die verschiedenen Elemente der 
obigen Gesamtausdrücke der Messungsfehler unter den verschieden- 
artigen Umständen und in Betracht der verschiedenen Beschaffenheit 
der Einrichtungen sehr stark variieren. 

Jedenfalls waltet ziemlich allgemeine Übereinstimmung darin, 
daß man diejenigen Komponenten kleiner Ortsveränderungen am 
Himmel, welche in einem bestimmten sphärischen Koordinatensystem 
rechtwinkelig zu den nach dem Pole des letzteren gerichteten größten 
Kreise stattfinden, an keiner Stelle lediglich in Einheiten des Parallel- 
kreisbogens der zugehörigen Poldistanz ausdrückt, sondern durch 
Multiplikation mit dem Sinus der Poldistanz auf das Winkelmaß 
größten Kreises bringt. 

Jedoch bei der Berechnung von Q aus C und n zum Zweck Rechnerische 
der Ermittelung von g nach der Formel füf^dirAus- 

führung der 
g = G — G|o -f- 90 -f- Q vorstehenden 

instrumen- 
oder g=G"— G^— 90° — Q talen Kritik. 

wird man — entsprechend der Praxis, die Winkelkoordinate g in 
den verschiedenen Poldistanzen auf dieselbe Anzahl von Dezimal- 
stellen der Winkeleinheit in Parallelkreisbogen anzugeben, wie 
die Koordinate s in Bogen größten Kreises — die strengeren 
Formeln zur Anwendung bringen, welche auf Seite 50 gegeben sind 
und zwar die Formel tang Q, so lange man 8 = K + J K noch 
nicht streng berechnet hat, also erst mit K operieren kann, dagegen 
die Formel sin Q, sobald man s genau genug kennt. Man wird 
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aber auch bei diesen Berechnungen die Näherungsformel für Q, 
welche durch Abkürzung der Reihenentwicklungen von sin, cos und 
tang auf die ersten Glieder jeder dieser Reihen entsteht, nämlich 
Q = n cotg s + C cosec s . . . 

als ausreichend genau bis nahezu auf das Hundertstel der Sekunde 
in Q betrachten dürfen, so lange n und Q erheblich kleiner als eine 
Bogenminute sind und die Faktoren cotg« und cosec «die Beträge 
1 bis 5 nicht überschreiten, also s zwischen 90** und 10° bleibt. 
Auch wenn s kleiner als 10° wird, und wenn n oder Q oder beide 
näher an eine Bogenminute kommen oder sogar größer werden, 
kann die obige abgekürzte Formel gute rechnerische Verwendung 
finden, indem man sie statt der strengen Formel bis zu s=l° 
hinab anwendet und für die Reduktion der dabei gefundenen 
Näherungswerte auf die formell genaueren Werte von Q ent- 
sprechend den jeweilig geltenden Beträgen von n und Q^ welche 
oft für lange Zeit als nahe unveränderlich behandelt werden dürfen, 
eine kleine Hilfstafel in großen Intervallen rechnet. 

Beispielsweise sei n = + 20",00 Cc= + 20",00, und man hätte 
danach folgende Beträge für den obigen Ausdruck 

bei s = 90° n cotg s + Q cosec s = + 20",00 



60 




» 


24,24 


30 




79 


74,82 


20 




n 


112,09 


10 




T) 


228,61 


9 




n 


254,13 


8 
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286,01 


7 




r) 


327,00 


6 




n 


381,63 


5 




T) 


458,07 


4 




r» 


572,72 


3 




n 


767,29 


2 




» 


1145,80 


1 




» 


2291,77 


dagegen für dieselbe Reihe 


von Werter 


1 s: 


^9 = 


■ n cos 5 + Cc = 


+ 20",00 






r» 


30,00 






» 


37,32 






r> 


38,88 
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qg = ncoss + Cc= + 39,70 
39,76 
39,80 
39,85 
„ 39,89 

39,92 
39,95 
39,97 

40,00 
Berechnet man dagegen Q nach der strengen Formel für sin Q, 
so findet man 

für 5 = 2' Q=1145",81 
und fürs = 1*> Q= 2291,82 

also bei 5 = 2° eine Verbesserung des Näherungswertes um + 0",01, 
„5 = 1„ „ „ „ »+ 0,05. 

Unterhalb s = 1® wächst natürlich diese Verbesserung, die hier 
für größere Poldistanzen von 2^ aufwärts verschwindend klein ist, 
zu sehr viel größeren Beträgen an. Man sieht aber zugleich aus 
der letzten Kolumne, daß hier in Poldistanzen unter V der Aus- 
druck im Bogen größten Kreises, nämlich qg^ konstant gleich 40",00 
wird, und man wird jedenfalls bei Vierten, wie die vorliegenden 
von n und Cc, sich hierbei befriedigen und bei den Poldistanzen 
unter V auch im Parallelkreisbogen Q als ausreichend genau be- 
rechnet erachten durch die Formel: 

. ^ . , ^.sinl" 

Auch kann man unter Umständen mit Hilfe der Reihenentwickelung 
für sin Q so verfahren, daß man zu dem Betrage des Ausdruckes 
n cotg s + Cc cosec s (wie er oben in der kleinen Tafel gegeben ist) 
einfach hinzufügt: 

dQ= + 0",183(Q)»... 

wo Q in Einheiten des ganzen Parallelkreisgrades angenommen ist. 
Diese Formel ist nahezu bis auf 0",01 im Parallelkreisbogen genau, 
so lange Q nicht größer ist als 10^ Sie gibt auch für den letzten 
Wert der obigen Tafel bei s = l°, wo der Näherungswert von 
Q2291",77 oder 0^637 beträgt, die Verbesserung 
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dQ= + 0",183 X (0,637)» = + 0",047 
also übereinstimmend mit der obigen aus den vorangehenden Formeln 
gefundenen Verbesserung + 0",05. 

Wir können nun auf Grund obiger Erörterungen auch die 
rechnerische Behandlung der Gleichung für JK (Seite 39) näher 
ins Augis fassen, woran wir noch einige Darlegungen rechnerischer 
Art in betreff der in den Polkreis JS fallenden Komponente q^ der 
Ortsveränderung im Parallelkreise knüpfen wollen. 

In der Gleichung für sin dK können wir jetzt zunächst mit 
aller Sicherheit, so lange nicht sin K (was wir in dieser Gleichung 
mit Än{K+JK) oder sin« unbedenklich identifizieren dürfen) 
selber eine Größe von der ersten Ordnung (wie n und Cc) ist, also 
bis in die unmittelbare Nähe des Polpunktes J die Glieder weg- 
lassen, welche von der Ordnung sin' i C^X sin'^n sind, und dem- 
entsprechend auch das Glied mit sin' ^ JK. Und in der Nähe des 
Polpunktes tritt dafür die der Gleichung für sin JK oben voran- 
gehende Form der Reihenentwicklung ein, welche bei voller Genauig- 
keit um so einfacher wird, je kleiner sio K oder sin s ist. Mit jener 
Weglassung hat man aber: 

sin JK= - — ^ [sin Cc sin w + 2 cos iT (sin* i Cc + sin' i w)]... 

Die ' nachfolgende kleine Tafel wird beispielsweise erkennen 
lassen, welches der Verlauf der Zahlenwerte von JK bei den oben 
angenommenen Beträgen von n und Cc ist, da wir generell wegen 

des Vergrößerungsfaktors - — v^hier trotz der Kleinheit jener Beträge 

sm MX. 

die Glieder von der Ordnung der zweiten Potenzen und der Pro- 
dukte ihrer Sinus nicht vernachlässigen dürfen. Wir dürfen aber 
jedenfalls die Glieder von der Ordnung der dritten und vierten 
Potenzen dieser Sinus hier weglassen, also zunächst die vorstehende 
Formel noch, wie folgt, für die Rechnung vereinfachen. 

z/if.sin r'=^j^[6;xw + -1 cosÄ'(6e= + n^;...] 
oder 
JK= CcXnX sin 1" X cosec K + UQ + w') X sin 1" X cotg K. 

Im vorliegenden Beispiel ist 

CcXn= + 400 und i(C? +w')= + 400 
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lind damit ergibt sich folgende Reihe von Werten für JK: 



bei K(odeTs) = 


= 90° J 


'ü:= + o",ooi9 


r) 


60» 


0,0033 


n 


30« 


0,0072 


w 


20" 


0,0110 


» 


10° 


0,0222 


» 


9° 


0,0246 


?J 


8° 


0,0277 


j) 


7° 


0,0317 


V 


6» 


0,0370 


n 


5° 


0,0444 


y) 


4° 


0,0555 


r> 


3» 


0,0741 


?5 


2° 


0,1111 


n 


1° 


0,2222 



Für noch kleinere Werte von K wird hier die obige Formel 
nicht mehr ausreichend. Es tritt dann die Entwickelung auf Seite 39 
in ihre Rechte {K + JKy = {Cc + n^ + K\.., welche bei- den 
kleinsten Werten von K am besten mit Hilfe einer Tafel der Quadrate 
angewendet wird. Für Ä'= 1° findet man hieraus noch überein- 
stimmend mit dem letzten Werte der vorangehendenZusammenstellung 
dK= + 0",2222 und zwar auch ausreichend genau mit Hilfe der 

Näherungsformel JK = ^ c^ir • • • 

Die letztere Näherungsformel reicht auch noch bis Ä'= 10' 

für K= 50' JK= + 0",267 

„=40 „ 0,333 

„ = 30 „ 0,444 

„ = 20 „ 0,667 

„ = 10 „ 1,333 

„= 1 „ 12,11 

„= „ 40,00 

Es bleibt noch übrig, an dieser Stelle einen Überblick über den 
Gang der Komponente q^ (der sogenannten Parallel kreiskrümmung) in 
Funktion von 5 und Q zu geben. Wir wählen als Beispiel hierzu 
die obige Wertreihe der Q, welche den Beträgen Cc = + 20" und 
7i= -t. 20'' in den verschiedenen Poldistanzen 8 entsprechen. Wegen 
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der relativen Kleinheit der j, genügt es hierbei, die Werte der Q, 
statt wie oben in Sekunden, nur auf Zehntel der Minute anzugeben. 
Wir finden nach den Formeln von Seite 47 die folgenden Werte 
von q^ (bis zu 8 = 1° hier ausreichend genau durch den Näherungs- 
wert q^^ ausgedrückt): 



0',3 und 


s = 


= 90» 


?.= 


= 0",000 


0,4 


Vi 


60» 


55 


0,001 


1,2 


yy 


30° 


55 


0,006 


1,9 


r» 


20« 


55 


0,010 


3,8 


55 


10» 


55 


0,021 


4,2 


55 


9" 


55 


0,024 


4,8 


55 


8» 


55 


0,027 


5,5 


55 


7» 


55 


0,032 


6,4 


55 


6° 


55 


0,037 


7,6 


55 


5» 


55 


0,044 


9,5 


55 


4« 


55 


0,055 


12,8 


55 


3" 


55 


0,075 


19,1 


55 


2» 


55 


0,111 


38,2 


55 


1» 


55 


0,222 



Für noch kleinere Poldistanzen reduziert sich die Formel für g, 
immer näher auf den Ausdruck für AKy so daß von «= 1° abwärts 
die obige W^ertreihe von AK in vorliegendem Falle auch für q^ 
Geltung hat. Für K^= o und s = Cc + n wird, ebenso wie JK^ 
auch q, gleich Cc + n^ während dann Q = 90** ist, und die in diesem 
Parallelkreisbogen ausgedrückte Ortsveränderung des Objektes durch 
die beiden Komponenten in Bogen größten Kreises qg und q^^ beide 
gleich 8 (und s=^Cc + n) dargestellt wird. 

Es ist hier der Ort, die auf Seite 48 gegebenen vollständigen 
Entwicklungen für q^ bei sehr großen Parallelkreisbogen wie sie 
in der Praxis der Sphärik bei den Durchgangsbeobachtungen von 
Sternen, die dem Pol P sehr nahe sind, vorkommen, durch ein ent- 
sprechendes Beispiel zu erläutern und zu erproben. Bei einem 
Fernrohrgesichtsfelde, dessen Mikrometer bis zu 20' Abstand (in 
Bogen größten Kreises) von seiner Mitte die Bilder der Objekte 
einzustellen gestattet, wollen wir für einen Stern, dessen Poldistanz 
= 0°,5 sein möge, annehmen, daß er bei einem Winkel Q = 42^ 
eingestellt sei, den sein Polkreis JS mit dem Polkreise der Mitte 
des Gesichtsfeldes (bezeichnet mit JÄo) machte. Es handelt sich 
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darum, ausser der Komponente qg^ die sich in Bogen größten Kreises 

aus der Formel sin 3'^= -^^—^ ergibt, auch die sogenannte Kriimmungs- 

komponente q^ mit aller Schärfe zu bestimmen. Nach den Formeln 
auf Seite 47 und 48 haben wir zunächst 

tangg'^ = sinl^sin'21° 
und hieraus q^ = T 42",315 

sodann 3* — 3^ = 3^ X tang q^ X tang « X = + 0",009 
also 2, = 7'42",324 

Dagegen ergibt die direkte Formel 

tang (s — q^ = tang « • cos Q 
ebenfalls ?, = 7'42",324 

Die Formel mit den logarithmischen Differenzen ergibt etwas weniger 
scharf q, — qo^= + 0"008 

En dlich findet man qg = 20' 4",428 

Die Ableitung der beiden sphärischen Koordinaten g und 5, in 
dem System J & W^ aus den Ablesungen der beiden Kreise des 
betreifenden sphärischen Universalinstrumentes, darf in ihren Grund- 
zügen durch obige Darlegungen, von Seite 27 ab, als hinreichend 
geordnet gelten, mit einstweiligem Verzichte auf die Einzelheiten 
der Ablesungen und Einstellungen und auf gewisse strengere Unter- 
suchungen, welche wohl besser erst nach der Theorie der besonderen 
instrumentalen Koordinatensysteme und ihres Anschlusses an die 
natürlichen Koordinatensysteme erörtert werden. 

Es ist oben angenommen worden, daß nicht nur die Lage der Der Übergang 
zweiten Achse (Ä) des Instrumentes gegen seine erste oder Haupt- stnimentaien 
achse (J), sondern auch die Lage der zentralen Visierachse gegen System auf 

,. .AI T T^ 1. 1 T^ 1 . 1 T 1 . 1 1 ^^ benach- 

die zweite Achse der Bedmgung der Rechtwmkhgkeit sehr nahe, barte uatür- 
nämlich bis auf AVinkelgrößen erster Ordnung (siehe Seite 31), n^^enj^ste^^' 
genügen, sondern daß auch der Pol J der Hauptachse mit dem 
Pole V desjenigen natürlichen Koordinatensystems nahe zusammen- 
falle, in welchem das Instrument die sphärischen Koordinaten y und a 
zu messen bestimmt ist, und daß der Leitpunkt W den beiden 
Systemen gemeinsam ist. 

Des weiteren ist nun erforderlich die Lage des Systems J &W 
zu dem System V & W vollständig zu bestimmen, um den Über- 
gang von den Koordinaten g und «, die einem gewissermaßen sub- 
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jektiv, lokal und veränderlich fandierten System angehören, auf die 
Koordinaten y und a zu machen, die einem allgemeingültigeren und 
viel beständigeren natürlichen System angehören. 

In Fig. 6 möge der Abstand im Bogen größten Kreises zwischen 
den Polen J und V bezeichnet werden jnit % und der Winkel WVJ 

(in der Figur gezählt gegen den Sinn der 
y Uhrzeigerbewegung) mit y,-, ebenso wie 
der entsprechende Winkel 180°— WJV 
mit gr,. Ist dann der Winkel WV&^ in 
demselben Sinne wie WVJ gezählt, wie 
oben schon generell eingeführt, mit y 
und, wie bisher, der Winkel WJS mit g 
bezeichnet, sowie schließlich FS mit a 
und J*S, wie bisher, mit s, so hat man 
in dem sphärischen Dreieck FJS, in 
welchem der Winkel JVS = y — y» und 
der Winkel VJS = 180° — (g — g^ ist, die folgenden drei Grund- 
gleichungen, die wir fortan die Gruppe B nennen wollen : 

sin (3 sin (y — y.) = sin « • sin {g — g^ \ 

sin (T cos (y — y^) == cos s • sin ;f + sin 5 • cos ;^ cos {jg — g^yi 
cos a = cos 5 • cos X — sin « • sin x cos {g — g^) 

Hiermit lassen sich aus g und s, welche das sphärische Instrumental- 
system uns liefert, y und a ableiten, sobald die Transformations- 
elemente, nämlich Xi sowie y,- und g^ bekannt sind. 

Zur Vervollständigung der Gruppe B dienen dann noch folgende, 
als Gruppe C einzuführende Gleichungen in dem Dreieck WVJ\ 

sin •/ TF • sin g^ = sin V W sin y,- i ,, 

— sin JW' cosg9 = cos FWsin x — sin FfFcosxcos y,- J 

Hieraus : 

cotg VW sin X — cos X cos y, 



— cotg^. 



sm y/ 



oder 

— cos g^, sin y,- = cotg F PF sin x • sin g„ — cos y»- sin ^^ (1 — 2 sin'-j x) 
sin (Xi — gv) = — cotg VW sin x sin (7^ — 2 cos y»- sin gv-sin^^x 

Um aus vorstehenden Gleichungen möglichst einfache und 
rechnerisch günstige Formeln für die gesuchten Unterschiede y — g 
und q — Ä zu erlangen, beginnt man am besten mit der 3. Gleichung 
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der Gruppe B. Man findet leicht durch goniometrische Umformung, 
wenn man für a setzt « + ^ — «• 
cos • « • cos (a — s) — sin s sin (ja — s) 

= cos 8 — sin 8 • sin X cos ( g — g^ — 2 cos s • sin' \ % 
oder 

+ sin 8 sin (a — s) + 2 cos s • sin' ^ (a — s) 

= + sin Ä • sin % cos {g — ^p) + 2 cos s • sin' \ % 

sin (a — «) = sin % cos (^ — ^p) + 2 cotg s [sin* i % — sin' \{a — «)] 

Hat man es bei der Einrichtung' und Aufstellung des Instrumentes 
erreicht, daß x? ebenso wie Cc und n^ eine kleine Größe erster 
Ordnung ist, dann wird in erster Näherung und so lange cotg s kein 
Faktor von erheblicher Vergrößerungswirkung ist, zu setzen sein: 

o=^s -\- x<^os(g — gr)... 
sodann in zweiter Näherung: 
cy = s + X cos (^r — g^) + i cotg sXx^X sin 1" [1 — cos' (g — ^0] 

= 8 + xcos ig — gt) + \ sin 1" X [x sin {g — gv)Y X cotg« . . . 
Für sehr kleine Werte von s endlich wird man, in ähnlicher Weise, 
wie oben bei der Berechnung von z/Ä, eine Entwicklung wählen, 
die um so genauere und einfachere Form hat, je kleiner s ist, 
näinlich: 

sin' ^ <y = sin' i (s + x) — sin « • sin x sin' ^{g — g^,) 
oder durch \ sin '1" geteilt, nach der abgekürzten Sinusreihe: 

cy' = s' + z' + 2*Xx[l-2sin'^(Sf-Sr,)]... 

a' = ä' + ;c' + 2 s X X cos (^ — Ö^O • • • 
Diese Formel ist dann nichts anderes als der sogenannte Cosinus- 
satz im geradlinigen Dreieck, als welches das sphärische Dreieck 
VJS hier bei der Kleinheit der Seitenlängen «, x ^nd a behandelt 
werden darf. 

Für die Koordinate y gestaltet sich die Entwicklung folgender- 
maßen. Aus der ersten und zweiten Gleichung der Gruppe B er- 
gibt sich: 

L / N cotg Ä sin X , . . . 

cotg (y — y,) = --^^^j^ + cos x cotg {g - g,) 

und hieraus 

sin [(y — Yi) — (g — g^)] = — cotg s sin x sin (y — yO 

+ 2 sin' i z cos ^ — g„) sin (y — yi) 

Fo erst er, Astrometrie. 5 
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oder mit Rücksicht auf die erste Gleichung der Gruppe B: 

cos 8 
sin <T 



sin [(y — y.) — (jr _ ^,)] = — sin x sin (g — g,) 



sin 
+ 2 sin' i X cos (g — g.) sin (^r — ^r.) -r- 



sin a 

So lange ^ als eine Größe erster Ordnung angesehen werden kann, 

sm 8 
darf das zweite Glied rechts, da -; — nahe gleich Eins und keines- 

' sin (7 ° 

falls in den Parallelkreisen, die von den Polen J und V um mehr 
als 1^ abstehen, ein merklicher Vergrößerungsfaktor ist, vernach- 
lässigt werden, so daß man hat: 

cos 8 



sin [(y — g)— (n — jr,)] == — sin x sin (g — g,) 



sm a 



cos s 
Wenn man den Vergrößerungsfaktor - — (siehe auch die obigen 

Untersuchungen über die Genauigkeit der Angaben in Einheiten 
sphärischer Winkel oder Parallelkreisbogen) einstweilen hier für die 
höheren Glieder als unerheblich erachtet, hat man in erster 
Näherung, nachdem man die Gleichung mit sin 1" dividiert und 
cos s = cos \p -{- 8 — a] rechts eingetragen und entwickelt hat: 

y = S^ + (y» — 5^0— %sinC^— Sr^)[cotga-cos(s— cj) — sin(s — a)]... 

und mit weiterer Vernachlässigung der Glieder von der Ordnung 
X^ ' cotg a und %' 

Y = ff + (Yi — 9f>) — X sin (^ — g,,} cotg <y ... 

Trägt man endlich hier den obigen, in entsprechender Näherung 
aus der Gleichungsgruppe C entwickelten Wert von y,- — g^, ein, so 
hat man: 

y=g — Xsmg^ cotg VW — x sin (g — g^) cotg cj... 

Will man dagegen auf der rechten Seite homogen im letzten 
Gliede s statt a einführen, so hätte man leicht: 

y = g — Xsmgr, cotg VW 

— X sin (g — gr„) cotg s [1 — cotg s • sin (a — «)]•.. 

Wenn man kurz setzt: 

^ — X sin gr, cotg VW= ^« 
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hätten wir also zasammenfassend: 

y = /— X sin Gr — jf.,) cotg * + X sin (jr — ^^) cotg' s (tf — 8) sin 1" . . . 

a = 8 + x<^os(g — g^) + i cotgs [xsm (g — g^)Y sinV ... 

Setzt man kurz 

— X sin (g — g„) cotg s = Jg"" 
+ X cos {g — ^r,) = Js 

so hat man mit hinreichender Näherung bis zu Werten von s herab, 
die bei Werten von % unterhalb der Bogenminute auch nur größer 
zu sein brauchen, als wenige Zehner der Bogenminute: 

y = g^ + Jg^ — sin 1" X ^g"" X ^« X COtg S. .. 

cj = 5 + Js + i sin 1" X ^g' X ^g' X tang s . . . 

eine Formel, die bei vielen ähnlichen Aufgaben innerhalb der 

Astrometrie ihre analoge Anwendung finden kann. 

In unmittelbarster Nähe des Poles V wird man schließlich 

ähnlich verfahren müssen, wie oben bei Q, d. h. man zerlegt die 

im Parallelkreisbogen ausgedrückte Veränderung Jg^ in ihre beiden 

rechtwinkligen Komponenten in Winkeleinheiten größten Kreises, 

nämlieh 

, 0. . , sin2a . j . ,. 

(y — g') sm a und ^r^p sm' ^ J^^ 

wo also: 

(y — S'') sina = — x sin (g — g„) cotg s X sin a 

— sin 1" X ^g^ X JsX cotg s • sin a, 
oder auch nach dem vorangehenden Ausdruck 

(y — 5^^) sin a = — X sin (g — g^) cos <y . . . 
und ferner: 

-V— -77 X sin' ^ J/ = -^ sin V x' X sin' {g — g^^ cos 'a cotg c... 
sin X 

In der Praxis werden unter den obigen Voraussetzungen be- 
treffend die Größe von Xj also bei naher Berichtigung der Lage 
des Poles J des instrumentalen Koordinatensystems zu dem Pole V 
des entsprechenden natürlichen Koordinatensystems, in allen Pol- 
distanzen, die größer sind als 1®, die einfachen Formeln ausreichen: 
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o = 8 + x^os(g — ffr,) ' " =s + Js 

^° == jr — ;f sin g^ cotg VW . . . 

y = 5f^ — X sin (^r — g^) cotg a . . . = gr« + ^i^r^ 

Der Ausdruck für g^ zeigt deutlich, was schon oben bei der 
Erörterung der Wahl des Leitpunktes W zur Sprache gekommen 
war, daß der Abstand VW des Leitpunktes vom Polpunkte mög- 
lichst nahe gleich 90° sein sollte, um auch hier die durch den 
Faktor cotg VW bedingte Vergrößerung des Einflusses der Trans- 
förmationselemente x und g^^ nämlich der kleinen Unsicherheiten 
ihrer Bestimmung und der Veränderlichkeiten ihrer Werte, tunlichst 
einzuschränken. Zusammenfassend hätten wir, nach sämtlichen 
obigen Darlegungen in betreff der Ermittlung von g und «, die 
folgenden Ausdrücke für y und g: 

Lagen 5^- G"-ö„- 90»- QJ Z sin ö-. cotg K »y 

— X sin (^ — 51,) cotg (7.. 



Lage I S' — 8i\ , , . 

Lagen '^ = s,_S"j + '^^°^^^-^')-- 



Lage 

oder wenn wir den Ausdruck 90*^ — G«, (wie oben) kurz mit AG 

bezeichnen, ferner analog die Ablesung S,-, welche durch Einstellung 

eines Objektes von festen Koordinaten in beiden Lagen durch die 

S' -4- S" 
Gleichung — ^^ = 5. gefunden wird, in der Form — 5/ = A& 

einführen: 

— t sin {g — g^) cotg a . . 

Hier ist im allgemeinen bei gehöriger Berichtigung des Instrumentes 

Q = n cotg s -{- Cc cosec s . . . 

Die Ermittelung von JG = 90° — G^, wird erst in den einzelnen 
besonderen Systemen je nach der Wahl des Leitpunktes, zugleich 
mit der Bestimmung von VW und überhaupt mit der Ermittelung 
der Transformationselemente, zur Sprache kommen können. 

In einem dieser besonderen Fälle wird es übrigens von Vorteil 
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sein, die obige Relation ^^ = y^ + ;^ sin g^, cotg FPT in den Ausdruck 
g —gv einzuführen. Man hat dann g — g„ = g^ — y^ und ebenso 
auch g — % sin [y» + x siu g^ cotg FPF] X cotg VW=^ g^ oder 
ausreichend auch g — x sin y» cotg FM^••=gr^ 

Von den natürlichen Koordinatensystemen, auf die wir jetzt, Die nator- 
mit Anwendung der vorstehenden Transformationsgleichungen, von sc^he^n loordl- 
den Koordinatenbestimmungen in den instrumentalen Systemen natensysteme 
übergehen wollen, kommen für die unmittelbare Messung nur das sonderen Be- 
Drehungs- oder Äquatorialsystem und das Niveau- oder Horizontal- in^^deuse^iben. 
System in Betracht. Das erstere hat den Polpunkt P der täglichen 
Drehung der Erde zum Polpunkt und zum Leitpunkt entweder den 
Pol E der mittleren Bahnebene der jährlichen Bewegung der Erde 
oder den sphärischen Ort Z der Lotrichtung; das andere hat den 
sphärischen Ort des Lotes (den Pol des Niveaus oder des Horizontes) 
zum Polpunkt und zum Leitpunkt den Pol der täglichen Drehung. 
Dasjenige System, welches E zum Polpunkt und P zum Leitpunkt 
hat, findet keine instrumentale Anwendung mehr, sondern nur noch 
rechnerische Verwertung, während es in der Vergangenheit, von 
Hipparch (140 v. Chr.) bis gegen Ende des 17. Jahrhunderts, auch 
noch instrumental dargestellt und zu Messungen benutzt wurde, 
und zwar in Betracht des ümstandes, daß sein Polpunkt E erheblich 
kleinere Ortsveränderungen am Sternhimmel erfährt, als der Pol P 
der täglichen Drehung, wogegen es den großen Nachteil hat, daß 
sein Polpunkt E seine Lage zum Horizont unablässig ändert. 

Wir wollen mit dem Äquatorialsystem beginnen. Das zu- Das 
gehörige Äquatorialinstrument hat eine Hauptachse, die so gelagert ^^ygj^^^f^" 
ist, daß ihr Polpunkt J in einem möglichst kleinen Abstand % von 
dem Polpunkt P der täglichen Drehung der Erde und der schein- 
baren täglichen Drehung der Sternsphäre liegt. Da die Lagerung 
dieser Achse des Instruments mit der Erde möglichst fest verbunden 
ist, so wird man als den Leitpunkt des instrumentalen Äquatorial- 
Koordinatensystems auch nur einen Punkt an der Sphäre wählen 
dürfen, in welchem eine ebenso fest mit der Erde verbundene 
Richtung dieselbe trifft, Eine solche Richtung finden wir, wie oben 
dargelegt, in der größten Vollkommenheit in der Lotrichtung und 
als ihren Polpunkt Z, während die andere, nahezu ebenso fest zum 
Erdkörper sich verhaltende Richtung, nämlich die durch den Ort 
der Beobachtung parallel zur Drehungsachse der Erde gelegte Rich- 
tung, deren Polpunkt P ist, für die Lage des Polpunktes J der 
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Hauptachse des Instrumentes maßgebend ist. Das Äquatorial- 
instrument und das ihm entsprechende Koordinatensystem an der 
Sphäre hat^also zum Leitpunkt W das Zenit Z. 

Fig. 7 stellt diese Festsetzungen dar und enthält zugleich auch 
denjenigen Leitkreis PE, der am Sternhimmel eine beständige 

(während eines ganzen Tages 

«S'^s^s^ -2* nur um nahezu 0",14 sich 

verändernde) Lage hat, wo- 
gegen der mit der Erde fest 
Vj verbundene natürliche Leit- 

kreis PZ unablässig und mit 
Fig. 7. größter Regelmäßigkeit seinen 

Winkel EPZ mit dem am 
Himmel festen Leitkreise PE in der Richtung der längeren, an 
PZ angeschlossenen Pfeilspitze ändert. 

Es erscheint nun zweckmäßig, die Winkelkoordinaten ZPS 
und ZJS, die wir nach dem allgemeinen Schema mit y und g be- 
zeichnet haben, hier in der durch die kürzere Pfeilspitze zwischen 
PZ und PS dargestellten Richtung der scheinbaren Drehung 
des Sternhimmels , also entgegengesetzt der die wirkliche 
Drehungsrichtung von PZ um P markierenden Pfeilspitze zu 
zählen. 

In dem System P& E werden dagegen die Winkel am Pole P 
gegen die feste Leitlinie PE in dem Sinne der letzteren Drehungs- 
richtung gezählt, und zwar gelten in diesem System, in welchem 
die eigentlichen fundamentalen und stetigen, nur langsam veränder- 
lichen Koordinaten der Fixsterne gemessen und registriert werden, 
die folgenden Bezeichnungen: 

Die Winkelkoordinate y wird hier ausgedrückt durch 90® -f- a 
und die Bogenkoordinate o durch 90® — d. 

Der Winkel a wird Rektaszension oder Geradeaufsteigung, der 
Bogen ö wird Deklination oder Abweichung genannt. Das erstere 
Wort hängt damit zusammen, daß die Zählung von a nicht in der 
Leitlinie PjE, sondern 90® vorwärts von dieser, in der Richtung der 
wirklichen Drehung von PZ um P gezählt, ihren Anfang nimmt, also 
in dem größten Kreise, in welchem die Sonne, deren veränderlicher 
Ort am Himmel in der Distanz 90® von E die Erdbewegung um 
die Sonne darstellt, genau um 90® auch von dem Pole P absteht 
und zugleich ihre Distanz von diesem Pole im Sinne der Annäherung 
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an denselben, also einer in die nördliche Himmelshalbkugel auf- 
steigenden Bewegung, und zwar mit dem Maximum der Geschwindig- 
keit ändert. 

Weiter unten wird gezeigt werden, welche Bedeutung die Größe 
dieser Änderungsgeschwindigkeit für die Erreichung der größten 
Genauigkeit der Bestimmung des Winkels hat, welchen der durch 
den jeweiligen Sonnenort am Himmel (bezeichnet mit ©) gelegte 
Polkreis PQ mit der Leitlinie PE bildet, so daß in der Nähe der 
Epochen, in denen dieser Winkel EPQ nahe gleich db 90® ist, und 
in denen eben die größte Geschwindigkeit der Änderung der Pol- 
distanz PQ stattfindet, aus der Bestimmung des Winkels EPQ durch 
die Messung von PQ und die gleichzeitige Messung des Winkels, 
welchen PQ mit den Polkreisen PS von Fixsternen bildet, auch die 
genauesten Bestimmungen von Winkeln EPS oder der Lage der 
Leitlinie PE am Sternhimmel erfolgen können. 

Der Name „Geradeaufsteigung" für den Winkel a ist aber durch 
vorstehenden Sachverhalt nur in betreff des Wortes „Aufsteigung" — 
nämlich Zählung von demjenigen Polkreise PQ anfangend, von 
welchem ab die Sonne in die nördliche Himmelshalbkugel aufsteigt — 
verständlich gemacht. Das Wort „Gerade" rührt von einer nomi- 
nellen Unterscheidung her, welche die griechischen Astronomen 
zwischen dem „geraden" System, nämlich dem System der täglichen 
Drehung, und andrerseits dem „schiefen" System, nämlich dem 
System der jährlichen Bewegung der Erde (siehe auch „Schiefe" 
der Ekliptik) machten. Der Pol P des ersteren Systems und sein 
größter Kreis, der Äquator, behaupteten auch eine beständige, in 
gewissem Sinne fundamentale Lage zum Horizonte, während die 
Ekliptik ihre Lage zum Horizonte beständig änderte und in den 
verschiedenen Phasen der Drehungsbewegung ihres Poles E um den 
Pol P gegen die zum Horizonte festliegende Leitlinie PZ, den so- 
genannten Mittagskreis, sehr unsymmetrische und schräge Lagen 
annehmen konnte. „Geradeaufsteigung" bedeutete also „Winkel- 
messung im geraden System und beginnend von dem Orte der 
stärksten Geschwindigkeit der aufsteigenden Bewegungskomponente 
der Sonne in der Richtung nach dem über dem Horizonte liegenden 
Pole des geraden Systems'^. 

Das Wort „Deklination" oder Abweichung wird keiner be- 
sonderen Erläuterung bedürfen. Nach der Einführungsgleichung 
a=90^ — ö wird d positiv von dem größten Kreise ab, dessen 
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Pol P ist (dem Himmelsäquator), nach P hin und negativ nach dem 
entgegengesetzen Pol hin gezählt. 

Es wäre an der Zeit, die Namen „Geradeaufsteigung" und „Ab- 
weichung", von denen der erstere so schwerfällig und so undenklich 
vielsagend, der letztere gar zu wenig sagend und zu allgemeingültig 
ist, endlich bei den deutsch redenden Astronomen durch eine allen 
Astronomen gemeinsame Wahl von besseren Namen zu ersetzen. 
Die Namen „Ascensio recta"(oder etwas verstümmelt „Rectascension") 
und Deklination waren immer noch besser, weil sie im Deutschen 
keinen Nebensinn haben. Einstweilen sind die abgekürzten Be- 
zeichnungen a und 5, welche ziemlich allgemein in allen Ländern 
angenommen sind, für die deutsch redenden Astronomen eine Art 
von Auskunftsmittel statt jener durchaus ungeeigneten deutschen 
Namen. Es ist anzunehmen, daß ursprünglich in der griechischen 
Astronomie, ebenso wie für die ebenfalls am Pole der Erdachse ge- 
zählten Winkel, welche die Leitlinien PZ (Mittagskreise oder Meri- 
diane) verschiedener Örter der Erdoberfläche mit dem Polkreise PZ 
eines bestimmten Ortes (dem Anfangsmeridiane) machen, der Aus- 
druck „geographische Länge" und für die Bogenabstände der 
Zenitpunkte Z vom Himmelsäquator der Ausdruck „geographische 
Breite" geprägt worden war, auch für den sphärischen Winkel a 
der Ausdruck „Länge" und für den sphärischen Bogen d der Aus- 
druck „Breite" nahe gelegen hat. Es hat nur die offenbar von 
Hipparch ausgegangene Aufgebung der Angabe der Sternkoordinaten 
in dem geraden System mit dem Pole P, den er als zu stark mit 
säkularen Orts Veränderungen am Himmel behaftet erkannte, dazu 
geführt, die den Bezeichnungen der geographischen Koordinaten 
analogen Ausdrücke „Länge" und „Breite" nicht auch für die 
analogen Koordinate im „geraden" System am Himmel (P&E) ein- 
zusetzen, sondern dieselben auf die entsprechenden Koordinaten im 
„schrägen" System {E&P) zu übertragen. 

Bekanntlich werden hiernach (es ist hier der Ort, dies sogleich 
mit zu ordnen) die Koordinaten y und a in dem letzteren System 
(demjenigen der Ekliptik oder der jährlichen Erdbewegung) folgender- 
maßen bezeichnet: 

r = PES = l — ^0' G = ES = 90' — ß 

und l heißt dann einfach die Länge, sowie ß die Breite. Die 
Längen X werden hiernach in derselben Zählungsrichtung, wie die 
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a von einem durch E gelegten Polkreise aus gezählt, welcher einen 
Winkel von 270^ (gleich — 90°) mit dem Leitkreise EP bildet, also 
ebenfalls durch denjenigen Ort der Sonne am Himmel geht, in 
welchem die letztere bei der aufsteigenden Bewegung nach der nörd- 
lichen Himmelshalbkugel hin genau die Poldistanz P© = 90*^ oder 
die Deklination d = o passiert. 

Dieser Ort der Sonne am Himmel heißt auch der „Frühlings-, 
punkt" und ist zugleich einer der beiden Durchschnittspunkte des 
Himmelsäquators und der Ekliptik. 

In betreif der Ausdrücke Länge und Breite ist noch zu kon- 
statieren, daß dieselben offenbar zuerst für die vorerwähnten 
geographischen Koordinaten in Gebrauch gekommen waren und zwar 
auf Grund des starken Überwiegens der Ausdehnung der in jenen 
frühen Zeiten bekannten Regionen der Erdoberfläche in der west- 
östlichen Richtung im Vergleich mit der viel geringeren Ausdehnung 
solcher bekannter Regionen in südnördlicher Richtung. Die be- 
kannte Erdenwelt (die Oekumene) hatte die Gestalt eines relativ 
schmalen, von West nach Ost gerichteten Streifens. Hiernach 
wählte man für Koordinatenangaben in dieser letzteren Richtung 
den Namen „Länge" und für die Koordinatenangaben in südnörd- 
licher Richtung den Namen „Breite". Übrigens ist hierzu noch 
zu bemerken, daß es in vieler Hinsicht zweckmäßiger wäre, die 
bezügliche sphärische Koordinate nicht als „Länge", sondern auch 
im Deutschen als „Longitude" und entsprechend die andere 
sphärische Koordinate nicht als „Breite", sondern als „Latitude" 
zu bezeichnen. Die Franzosen z. B. denken nicht daran, die 
geographischen Längen mit „longueur" und die Breiten mit „largeur" 
zu bezeichnen, sondern sie wenden dabei nur die Ausdrücke 
„longitude" und „latitude" an. Ähnlich die englische Sprache. 

Kehren wir nun zu dem sphärischen Koordinatensystem P&Z 
zurück, auf welches allein von einem äquatorialen Instrumental- 
system unmittelbar übergegangen werden kann, während, wie soeben 
näher erläutert worden ist, die Koordinatenangaben der Sterne in 
dem System P&E nach a und d verzeichnet werden. Da nun die 
Leitlinie PZdes naitürlichen Systems P&Z, welche allein eine nahezu 
feste Lage zu der Leitlinie JZ des äquatorialen Instrumentalsystems 
haben kann, unablässig um den Pol P eine Drehung gegen die an 
der Sphäre während einer vollen Umdrehung nahezu feste Leitlinie 
PE erleidet, müssen wir, um von den Koordinaten y in dem System 
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mit der Leitlinie PZ auf die schließlich gesuchten Koordinaten- 
ausdrücke in dem System P&E übergehen zu können, Mittel und 
Wege finden, um für jeden Zeitpunkt einer Einstellung an unserm 
Äquatorialinstrument die Drehungsphase von PZ gegen PE oder 
den Winkel EPZ angeben zu können, welchen wir, entsprechend 
den obigen Festsetzungen, mit 90° + «« bezeichnen, gerade so wie 
wir die Poldistanz PZ(m den allgemeinen Formeln oben durch VW 
ausgedrückt) hier mit 90® — dt bezeichnen wollen. 

Sobald wir für den Zeitpunkt einer in dem instrumentalen 
System J&Z ausgeführten Beobachtung der Koordinaten g und s 
des Objektes S die Koordinaten or« und dz des Leitpunktes Z in dem 
System P&E kennen, und sobald wir außerdem die Transformations- 
elemente von dem System J&Z in das System P&Z ermittelt 
haben, vermögen wir die gesuchten Koordinaten a und d des Objekts 
zu bestimmen. 

Die Winkelkoordinate y in dem System P&Z, auf welche wir zu- 
nächst nach den Formeln auf Seite 68 von g übergehen können, 
nämlich ZPS, ist nun nichts anders als EPZ— EPS = (90° + a,) 
— (90° + a) =az — a. Für diese Unterschiede zwischen der 
Rektaszension des Zenits und der Rektaszension des Beobachtungs- 
objektes S hat man nun, wegen der unablässigen und entscheidenden 
Wichtigkeit, welche diese Unterschiede bei jeder sphärischen Orts- 
bestimmung eines Objektes durch Elimination der augenblicklichen 
Drehungsphase der Leitlinie PZ oder des Ortsmeridianes um P 
haben, den Ausdruck „Stundenwinkel" geprägt und dafür die kurze 
Bezeichnung t mit der oben schon charakterisierten Zählungsrichtung, 
entsprechend der scheinbaren Drehung des Sternhimmels gegen PZ, 
eingeführt. Die jeweilige Kenntnis von a^, also der Rektaszension 
des Zenits des Beobachtungsortes, erlangen wir nun mit Hilfe der 
Ausmessung und Einteilung der täglichen Drehung der Sternsphäre 
durch die zeitmessenden Apparate, die feinsten Pendeluhren und in 
gewissen Fällen und Aufgaben der Praxis auch der Chronometer, 
worüber in folgenden Heften näheres. Hier wollen wir einstweilen 
annehmen, daß wir in den bezüglichen Einrichtungen die Mittel 
und Wege besitzen, um wenigstens tagelang die Veränderungen 
von az mit einer der Genauigkeit der sonstigen Winkelmessungen 
mit den eingeteilten Kreisen entsprechenden Sicherheit anzugeben. 

Wegen dieser Bedeutung von a^ als Zeitgröße und Zeitmaß 
führt dieser Winkelausdruck auch den Namen „Sternzeit", ebenso 



Digitized by 



Google 



III. Die sphärischen Koordinatenmessungen. 



75 



wie 3g, die Deklination des Zenits, wegen der Bedeutung dieses 
Winkels in der geodätischen und geographischen Messung und 
Orientierung auch als die geographische Breite des Beobachtungs- 
ortes bezeichnet wird. 

Tragen wir nun t für y, 90® — d für a, ferner r» für y„ sowie 
90° — dg für VW in die Gleichungen der Seiten 68 und 69 ein, 
während wir g, <7°, «, g^, und ebenso die G und S und die sonstige 
Bezeichnung für die instrumentalen Elemente generell beibehalten, 
dann haben wir: 

/=5' — Zsin^itangd, 

T =5r® — X sin (/ — T/) tang d... 

J = 90° — * — Xcos(^' — T»)... 

In Fig. 8 ist der Winkel ZPJ, und 
zwar der äußere, mit einem Parallel- /'" " v^ 

kreisbogen umzogene und in einer Pfeil- 
spitze abschließende Winkel, gleich dem 
Tj der vorstehenden Formeln. Wenn wir 
nun von J auf die Leitlinie PZ das sphä- 
rische Perpendikel JJp fällen, so haben 
wir in dem Dreieck PJJp folgende Re- 
lationen : 

sin JJp = sin PJ X sin JPJp 
tang PJp = tang PJX cos JPJp 

Nun ist PJ=^^ also eine kleine Winkelgröße, bei welcher der 
Sinus gleich dem Bogen gesetzt werden kann. Dasselbe darf man 
aber nach den beiden Gleichungen dann auch annehmen für JJp 
und für PJp, Man kann also, da nach der Fig. 8 der Winkel 
JPJp gleich 360° — t,- ist, ansetzen 

JJp = — X siu t^i und PJp = X cos t». 

Setzt man nun x sin ^» = V und x cos t» = ? (in dem Falle der 
Fig. 8 ist dann | positiv, t] negativ) so kann man die obigen 
Gleichungen folgendermaßen durch die beiden rechtwinkligen Kompo- 
nenten des Transformationselementes x ausdrücken: 




/ = 5r — jytangd, 
T = g' — (^smg'- 



jy cos ^•) tang d... 
»7 sin/)... 



-(?cos/ + 
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Um jetzt a in die Gleichung t eintragen zu können, hat man, 
zunächst hypothetisch, a, einzuführen, und zwar mit Hilfe der oben 
erwähnten Zeitmessungseinrichtungen, welche es gestatten, die Ver- 
änderungen von or^für ganze, tagelange Beobachtungsreihen anzugeben. 
Nennen wir eine solche, im Augenblick der Beobachtung festgestellte 
Uhrzeit 17 und drücken wir die zugehörige Rektaszension des Zenits a, 
hypothetisch durch die Gleichung aus: 

a,= Ü+Jü 

wo Jf7die zunächst unbekannte, jedenfalls aber nur langsam und 
in sehr nahe bekannter Weise veränderliche Uhrkorrektion bezeichnet. 
Man würde dann statt der obigen Gleichung für t die folgende 
für a haben, da x= a« — a = J7 + ^ü — a 

a = U+ Jü—g'' + (?sin/ — rj cosg"") tang 3.., 

oder wenn wir für g^ seinen vollständigen Ausdruck nach den obigen 
Festsetzungen eintragen: 

in Lage I 

a= ü' — G' + AÜ — JG 4- ri tang d, — Cc cosec s 

— n cotg s + (I sin g^ — jy cos^°) tang d.}. 
in Lage II 

a = Z7" — (G" — 180*) + JU—JG + V tang ö, + Q cosec s 
+ n cotg « + (I sin g^ — ij cos g^) tang d. . . 

Liegen die beiden Uhrzeiten ü' und ü" der Einstellungen und 
Ablesungen in den beiden Lagen nicht nahe genug zusammen, so 
wird man die JU und die g^ in den beiden Gleichungen nicht als 
völlig identisch betrachten dürfen, aber sehr leicht die bezüglichen 
kleinen Verschiedenheiten rechnerisch berücksichtigen. Sehen wir 
hiervon ab, so gibt das Mittel aus den beiden Gleichungen: 

+ T] tang dz + (I sin g^ — ij cos g^) tang d. . . 

und in entsprechender Form die Gleichung für d im Mittelwert aus 
beiden Lagen 

d = 90^-^(S'-S")-(|cos/ + i7sin/)... 

Wir wollen zur Abkürzung setzen 

i(G' + G" — 180')^G 
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wobei, wenn es nicht möglich ist, in beiden Lagen die äquivalenten 
korrespondierenden Beobachtungen anzustellen, angenommen werden 
darf, daß G aus der Beobachtung in der einen der beiden Lagen 
mit Anbringung der bezüglichen Korrektionen db Cc cosec sdzn cotg s 
(wo auch meistens statt s gesetzt worden 90® — d) hervorgegangen 
ist. Zieht man dann einstweilen das Aggregat der Korrektionen, 
welche von den Koordinaten des Objektes unabhängig sind, nämlich 
Jü — ^G + »ytangd, unter der kurzen Bezeichnung J zusammen, 
so hätte man: 

a= ü — G + J + (|sin^® — J7C0S^®)tangd... 
d = d — (§cos/ + jysin/)... 

Diese beiden Gleichungen enthalten in einfachster Gestalt die 
Grundzüge der Theorie und der Vorschriften für die Anwendung 
des Äquatorialinstrumentes. Allerdings müssen für die feinere Unter- 
suchung des Instrumentes und seine genauere Anwendung zur 
Koordinatenbestimmung im System P&E noch eine Reihe von Ver- 
besserungen in Betracht gezogen werden, insbesondere die Berück- 
sichtigung der Strahlenbrechung in der Atmosphäre, durch welche 
die Koordinaten a und 3 der Gestirne, je nach der Lage derselben 
zum Zenit und je nach den atmosphärischen Zuständen, innerhalb 
gewisser Grenzen veränderlich gemacht werden, sodann auch die 
kleinen, in verschiedenen Drehungsphasen verschiedenen Gestalt- 
änderungen und Lagenänderungen der Achse K des Instrumentes 
gegen die Achse J und der Visierachse gegen die Achse jK", alles 
unter der Wirkung der Schwere und der Biegsamkeit auch der 
besten Konstruktionsanordnungen und besten Materials derselben. 
Indem wir alle diese Untersuchungen und Verbesserungen, sowie 
auch die Fehlerquellen bei den Kreisablesungen und den mikro- 
metrischen Einstellungen der Visierachse einem späteren Hefte vor- 
behalten, wollen wir jetzt bloß die praktische Verwertung der obigen 
Grundgleichungen des Äquatorials in Kürze erörtern. 

Es handelt sich zunächst, ohne bereits genaue Kenntnis von Die 
den Koordinaten a und d sowie von er, zu haben, darum, die ^g®^*^^^^"^^^^ 
Transformationselemente | und t] zu ermitteln. Mit diesen beiden mations- 
Komponenten von x? nämlich der Länge ij des sphärischen Perpen- Äquatorial™ 
dikels von J auf PZ und dem Abstände g des Fußpunktes dieses ^^^/^^^^J^^. 
Perpendikels von dem Pole P (v positiv von PZ aus genommen ^^^^ Mia- 
nach der Seite der wachsenden Stundenwinkel, J positiv von P *^*^^*®™' 
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aus genommen nach Z hin) findet man nach den Einführungs- 
gleichungen: 

sin Ti = — cos Ti = — 

t X 

und g^ = T, •+ I? tang d^, wobei für S^ ein leicht beschaffter Näherungs- 
wert ausreicht. 

Um nun ? und 17 frei von der Kenntnis (wenigstens frei von 
der genauen Kenntnis) von a, a^ und d, wenn auch im Besitz der 
Kenntnis von Näherungswerten dieser Koordinaten und der kleinen 
Veränderungen von a und d durch die vorerwähnte Strahlenbrechung, 
sowie durch die Lagenänderungen auch der natürlichen Koordinaten- 
systeme, zu ermitteln, hat man J und ri einfach aus den Differenzen 
von Gleichungen der obigen Art zu bestimmen. Hierbei darf und 
muß man auf einen gewissen Grad von wenigstens tagelanger Be- 
ständigkeit dieser Koordinaten von J im System PZ rechnen, was 
bei guten instrumentalen Einrichtungen auch zu erreichen ist, ebenso 
wie die gehörige Beständigkeit von Aü oder die Kenntnis der 
kleinen gesetzmäßigen Veränderungen dieser Korrektion, wodurch 
dieselbe rechnerisch sozusagen in eine hinreichend beständige Größe 
verwandelt werden kann. 

Von einem Fixstern S sei zur Uhrzeit ü'^ beobachtet Gj, als 
das Resultat der Ablesungen des Kreises der Hauptachse entweder 
ffi = i (G; + öV - 1800 oder G\ -}- Q oder &[ — 180^ — Q und 
Q = CcSecdj + ^^angd, , ebenso dj, als das Resultat der Ab- 
lesungen (ß) des Kreises der zweiten Achse (nach den Angaben von 
Seite76 unten). Aus G^ sei dann abgeleitet g\ = G^ +JG — t] tangd,, 
wobei für Jö, ly, 3g Näherungswerte genügen, weil ^J hier bloß für 
die Bestimmung der Koeffizienten von J und 17 erforderlich ist. 
(Über eine direkte und genaue Bestimmung von AG zur Ermittelung 
der a oder der J U siehe weiter unten.) Ganz entsprechend seien 
für denselben Stern beobachtet: 

zur ührzeit ü", die Kreisablesungsergebnisse G,, d^ und der 

Näherungswert ^J, 
zur ührzeit ü^ die Kreisablesungsergebnisse G„ d^ und der 

Näherungswert ^J, 
zur Uhrzeit U^ die Kreisablesungsergebnisse ö^, d^ und der 

Näherungswert ^J. 
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Zur Abkürzung sollen die Differenzen U — G mit A bezeichnet 
werden. 

Es mögen nun zur Erleichterung der Berechnung zunächst 
zwischen den verschiedenen g die folgenden runden Unterschiede 
eingehalten sein: 

91=91 + ^" ^;=^! + 180'' g\=g\ + 2'lO\ 

Endlich seien für die Koordinaten des Sternes die folgenden 
Näherungswerte vorhanden: 

zur Uhrzeit Z7, ... cr^ -h Ja, ... d^ -f- /I8^ 
„ „ D3 ... ofo 4- Jofj ... do •+- ^^z 

Die noch unbekannte, meistens schon relativ sehr kleine Korrektion 
des Näherungswertes a^ heiße da, die noch unbekannte, meistens 
schon relativ sehr kleine Korrektion des Näherungswertes d^ heiße dcJ, 
wogegen die Beträge z/a,, Ja^, Aa^^ Ja^ und ebenso Jdj, Ad^^ 
z/dg, Jd^ die oben erwähnten, genügend sicher berechenbaren Ver- 
änderungen und Verbesserungen der Näherungswerte wegen der 
Strahlenbrechungen usw. darstellen. Wir haben dann nach den 
Gleichungen für a und d (Seite 77) 

a^-^dot-^Ja^ =Ä^ -4- J-^^^^mg] — jy cosjrj) tang^... 
a^-\-da'hAa^=A^-+'A-\- (5 cos^J + 17 sin^rj) tang d... 
a^ 4- rfa 4- Aa^ = A^'\- A — (? sin ^J — 1; cos g\) tang d. . . 
ao 4- <ia 4- ^ia^ = ^^ 4- ^4— (? cos^^J + jy sin^rj) tang d... 

(wo streng genommen in tang d auch die zugehörigen Werte 
8q 4- ^idj usw. einzutragen wären, was aber meist bei kleinen Werten 
von 5 und iy ganz unerheblich sein wird.) 
Ebenso: 

do 4- cid 4- Ad^ = dj — (5 cos g\+ri sin ^^J) 
do 4- dd 4- A5^ = rfj 4- (5 sin^J — 17 cos^rj) 
do-h(id4-.4d3=d, 4- (? cos ^r J 4- ^ sin ^r J) 
do + dd + Ad^=d^ — {^sixig\ — rico^g\) 

Hieraus ergibt sich 
i [(u4, — -4J — (Ja, — JaJ] = (5sin5'J — 17 cos ^^J) tang d... 
und 
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ebenso: 

i[(dj — d,) — (JJ, — Jd^)] = ^ cosg* -i- T] smg^^... 
und 

i[(d^-€l,)--(Jd,— Jd,)]=^ sin g',—rj cos gl.. 

Die linken Seiten der Gleichungen sind hier numerisch voll- 
ständig bekannt, gesucht sind 5 und ly. Setzt man zur Abkürzung 
diese linken Seiten der Reihe nach JA^, J^^, JD^ und JD^^ so 
erhält man leicht: 

5 == [ JA^ cos^J + JA^ sin gl ] cotg cJ... 1 ^^ 



ebenso : 



7]=[ JA^ sin g\ — JA^ cos ^rj ] cotg d. 

5 = Ji)i cos^'J + JDj sin^fj ... I ^^ 
ri = Ji), sin ^J — JD^ cos ^J ... J 



Man sieht sofort, daß die Gleichungsgi'uppe AA im Vergleich 
mit der Gleichungsgruppe JD, gemäß den Erörterungen auf Seite 54ff. 
für I und tj um so genauere Bestimmungen liefern wird, je kleiner 
cotg d ist, d. h. je näher das Objekt S am Pole P liegt. In vor- 
liegendem Falle ist dann in die Gleichungen für die zufälligen 
Fehler auf Seite 56 einzutragen cos d für sin Of und zugleich auch 
für sins, femer zu setzen JF'p gleich Eins und jF', = 0. 

Die Kompensation,, welche hierdurch bei den Bestimmungen 
nach JD durch das Wegfallen des Einflusses von «D" entsteht, wird 
bei großer Nähe von S beim Pole P reichlich dadurch aufgewogen, 
daß die Fehler der Kreisablesungen G bei den Bestimmungen 
nach JA durch die Multiplikationen mit cotg d fast beliebig ver- 
kleinert werden können, während die entsprechenden Fehler der 
Kreisablesungen S bei den Bestimmungen von ? und ri nach /ID 
unvermindert auftreten. 

Der Grad der Übereinstimmung zwischen den Werten der ? 
und jy, also der Äquatorial-Koordinaten des Instrumentalpoles /, 

nämlich sin t,- = -r— ^ und (^»=90 ' — ?, wie sie einesteils aus den JA. 

andernteils aus den JD hervorgehen, wird jedenfalls eine wichtige 
Kontrolle dafür liefern, inwieweit die obige einfache Theorie des 
Instrumentes den Besonderheiten desselben entspricht. Aus etwaigen 
systematischen Verschiedenheiten der obigen Ergebnisse unterein- 
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ander, besonders wenn man auch noch entsprechende Beobachtungs- 
reihen für andere etwa um 30° und um 60° veränderte Anfangs- 
werte gl ausführt, werden die Besonderheiten des Instrumentes im 
Sinne der Bemerkungen auf Seite 77 zu erkennen und durch ein- 
fache Formeln, wie sie vielfach schon von der Erfahrung eingegeben 
und bestätigt sind, darzustellen sein. 

Eine nicht unerhebliche Verbesserung kann das obige Verfahren 
auch dadurch gewinnen, daß man statt eines Sternes S dabei zwei, 
nämlich S' und S" anwendet, deren Koordinaten dem obigen ent- 
sprechend mit a; + da\ d'^ + dd' und a'^ + da'\ ^J -h dff' zu be- 
zeichnen wären, und bei denen a'^ + ^«^ ziemlich nahe gleich 
aj, + da' + 180^ wäre, wogegen die Deklinationen, der Vereinfachung 
halber, nahe übereinstimmen müßten. Durch diese Disposition würde 
erreicht, daß die Beobachtungen bei ff\ und bei gl -f- 180 nicht, 
wie es bei einem und demselben Stern unvermeidlich ist, um nahezu 
12 Stunden in U auseinander zu liegen brauchten, und dasselbe 
würde auch bei den Beobachtungen in gl + 90° und gl -h 270° 
erreicht. Es würde nämlich der Stern S" kurz vor oder nach dem 
Stern S' bei einem um 180° verschiedenen ^° beobachtet werden. 
Man hätte dann die Gleichungen 

< + da' + Ja[=A\ + ^ + {^sin gl - fj cos gl)i3ing6\.. 
«0 + rfa" + Jo'; = A'l -\-J—(^smgl — r] cos gl) tang d"... 
und 

«; + da' + Ja', = A',+J + (^cosgl + v sin ^rj) tang (J'... 
«0 +da" + Ja'i = A'l + J — (? cos ^J + 17 sin gl) tang S".., 

sodann auch: 

(j; + dd' + Jd', = < — (S cos gl + T] singl).,. 
d': + dS" + Jd'l = d'i + (J cos^J + ri sm gl),,. 
und 

cj; + dd' + Jd', = d', + (? sin^rj — rj cosgl).,. 
<r; + dd" + Jä'l = d': - (? sin^; - rj cos^J)... 

Hieraus ergibt sich zunächst, wenn wir bei der angenommenen 
nahen Gleichheit von d' und d" jetzt tang d' = tang d", also kurz 
gleich tang rf setzen, 

i [(A': - A\) - (Ja'l - Ja\) - («'.' - a'J] 

= + ^(da" — da') + (? sin g\ - tj cos g\) tang d... 

Foerster, Astrometrie. 6 
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und 

i [CA- - A',) - (Ja: - J«;) - (a'; - a'J] 

= + i (da" — da') + (? cos g* + jy sin ^J) tang d.., 
ebenso 

i [« - d'i) - (j.r. - j«r;) - (cy. - d*.')] 

= + ^(ddf — dd") + Icos^rJ + j^sin^J- 
h[(d:-d\)-{JS/l-jS,)-({f:-d\)] 

= + i(d(J'' - rfcJO + Jsin^r; - ,, cos^rj... 

Die Unterschiede der angenommenen Näherungswerte der 
Koordinaten a\ und a'J, ^J, und ^J stehen hier als numerische Werte 
auf der linken Seite, während die Unterschiede ihrer noch un- 
bekannten und durch die Messungen zu bestimmenden Korrektionen 
da" — da\ sowie dS" — dS^ auf der rechten Seite als Unbekannte 
enthalten sind. 

Um diese unbekannten Größen aus der Bestimmung von i, 
und 71 zu eliminieren und zugleich für ihre Beträge die erforder- 
lichen Zusatzgleichungen zu erhalten, braucht man jetzt das obige 
Verfahren bloß derartig umzukehren, daß der Stern S" bei dem 
obigen g\ und kurz vor- oder nachher der Stern S bei g\ + 180'' 
beobachtet wird und ebenso auch S" bei g\ + 90° und S' bei 
g\ +270. Die Gleichungen nehmen dann folgende Gestalt an: 

i [(^', - A'[) - (Ja', - Ja';) - («'. - «'.')] 

= ^ (da' — da") + (g sin g^ — tj cos g^) tang rf. . . 
und 

i [(A', - j;') - (Ja', - Ja';) - («; - «'.')] 

= ^ (da' — da") + (? cos gl + f] sin g\) tang d, . . 
ebenso 

i [«' - d'j - (jd'i - j<n) - («r; - <j;)] 

= ^(dä" — (0) + ^cosgl + i}sing\... 
und 

H« - d'D - (M, - Jd^) - ($', O] 

= ^(dS' — dd") + li%mg\-ri(^o^g\,.. 

Wenn man jetzt aus den homologen Gleichungen die Mittel 
bildet, eliminieren sich, wie man sofort sieht, die Differenzen 



Digitized by 



Google 



III. Die sphärischen Koordinatenmessungen. 83 

(da" — da') und (da" — drf'), während aus den halben Diiferenzen 
der homologen Gleichungen die Werte von da" — da' und dd" — dS\ 
frei von ? und rj hervorgehen. 

Da es nicht leicht ist, bei der Ausführung der Beobachtungen 
die Differenzen um ganze Quadranten in den g'^ stets hinreichend 
genau einzuhalten, insofern nämlich der Zeitaufwand bei den Ein- 
stellungen und bei den Ablesungen der Kreise sich nicht leicht auf 
wenige Zeitminuten einhalten läßt, so empfiehlt sich schließlich 
auch folgendes Verfahren durch den Spielraum, den es für die Aus- 
führung läßt, und durch die Übersichtlichkeit und Einfachheit der 
Rechnung. Übrigens wird der Unterschied zwischen t und g^ 
meistens, außer in sehr hohen Deklinationen, bei gehörig kleinem x 
so geringfügig sein, daß man in den Argumenten der obigen und 
der nachfolgenden Gleichungen auch meistens t statt g^ wird setzen 
können. Wegen der hohen Deklinationen ist es aber doch richtiger, 
generell g^ als Argument beizubehalten. 

Man beobachte also ein Objekt S des Sternhimmels bei den 
folgenden 4 Werten von ^^, welche den runden Quadrantenanfängen 
möglichst (etwa bis auf kleine, mit ^ zu bezeichnende Unterschiede 
von 2 oder 3 Graden oder ungefähr 10 Zeitminuten im Plus oder 
Minus) nahe kommen, so daß gefunden werde 

bei der Uhrzeit Ui und bei g^= &z der Betrag Ar und di 

„9? 55 Vit 55 55 9^= 90^+^/7 „ „ An „ dn 
r, n 55 Um 55 55 ff^= 180® + ^m 55 55 Ajn „ dju 
55 55 . 55 Uir 55 55 9^ = 210^ + •S'jv „ „ Ajv „ div 

Die zugehörigen Rektaszensionen und Deklinationen des Objekts 
seien in dem oben dargelegten Sinne: 

Oq + da + Jai Sq + dd + Jdj 

aQ + da + Jan d^ + dd + ddn 

«0 + ^« + ^«/// *o + ^* + ^^in 

a^^ da + Aaiv d^ + dd + Miv 

Man hat dann nach den bezüglichen Gleichungen, wenn man 
in den mit den 5 und rj multiplizierten Koeffizienten die Cosinus 
der sämtlichen kleinen Winkel ^ gleich Eins setzt, was bei einem 
Winkel ^ von 2^*^ nur einen Fehler von nahezu y^ bedingt, und 
wenn mau die unbekannten Konstantgrößen der bezüglichen 
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GleichuDgen, nämlich a^^ -\- da — J unter der Bezeichnung A^^ ebenso 
Öq + ^<^ unter der Bezeichnung d^, zusammenfaßt: 

Aq + Jai — Aj= + (? sin ^j — rj) tang d.,. 

d^ + ASi — c?7 = — 5 — iy sin ^/ . . . 
A^ + Jan — ^7/= + (? + 9? sin d'n) tang <J. . . 

d^ + JcJ// — rf//= + ? sin ^7/ — iy . .. 
^0 + ^«/// — ^m = — (? sin T^/// — fi) tang J. . . 

d^, + JSni — dni= + ? + iy sin -^j// ... 
^0 + Ja/F— ^7F= — (? + J7siniF)tangJ... 

do + Jrf/F — rf/r= — ?sin'^/r+ »7... 
Hiernach : 

5 = \[{Jan— Aaiv) — (^//— Aiv)] cotg <J 

— ^ X i (sin &11 + sin ^/f). .. 

^ = i [(^a/// — *^«/) — (^77/ — -4/)] cotg <J 

+ J X i (sin d'n! + sin ^7)... 

Wegen der Kleinheit der sin d- ist ? und 17 mit sehr bequemem 
Näherungsverfahren aus diesen beiden Gleichungen zu bestimmen. 
Ebenso aus den Gleichungen für d: 

? = i [ {Mm — A81) — (dm —di)] — T]Xi^ (sin ^77/ + sin ^7) . . . 
^ = i[(^*/F — ^*77)— (d7r— c?77)] + ?Xi(sin^7F+sin^77)... 

Aus allen diesen Gleichungen können schließlich sehr gesicherte 
Werte von | und tj und von etwaigen kleinen Veränderungen der- 
selben, etwa mit der Temperatur oder der Zeit, nebst den ungefähren 
Gesetzen dieser Veränderungen, abgeleitet werden. 
Bestimmiiug Trägt man danach die Werte von ? und t] in die einzelnen 

^^mft dem '^ Gleichungen ein oder eliminiert man den Einfluß von ? und ij 
Äquatorial (eventuell in den letzten Gleichungsgruppen mit Eintragung der 
Zahlenwerte der &) durch die Bildung der bezüglichen Mittel- 
werte, so findet man z. B. 

A, = i (Am 4- ^4/) — :^ (Aam + Aai) 

+ ? X i (sin »I — sin ^m) tang d, . . 
und 

d, = ^(dm + ^7) — i (ddm + ^^7) + ^ X i (sin ^777 — sin ^7)... 

Man hat dann, da die in A^ und in d^ enthaltenen Näherungs- 
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werte «^ ^^^ ^o ^^s bekannte Zahlengrößen einzusetzen sind, für 
die eigentlichen Unbekannten da und dd die Relationen: 

da = A,—a^ + /1 dd = d, — d^. 

Der Wert dS ist hierdurch unabhängig bestimmt. 

Die Bestimmung von da verlangt jetzt die Ermittelung von J. 
Diese geschieht oifenbar am besten aus denjenigen Beobachtungs- 
gleichungen für a, deren Objekt S möglichst nahe die Deklination 
6 = hat. Für ein solches Gestirn hat man einfach: 

a^-hda + Jat = At + J.,, 

wo allgemein mit At das aktuelle Beobachtungsergebnis ü — G, 
statt der obigen besonderen Ar, Z7/, Gj usw., und wo mit Ja« die 
Verbesserung bezeichnet ist, welche an a^ im Zeitpunkt ü der 
Beobachtung anzubringen ist, um, wie oben, der Strahlenbrechung 
und den Lagenänderungen von P und E seit dem Zeitpunkt, für 
welchen der Näherungswert a^ gilt (sowie einigen anderen, in den 
folgenden Heften zu erörternden Wirkungen der Bewegungen der 
Erde), Rechnung zu tragen. 

Nun ist nach obiger Einführung (Seite 77) 

also, wenn man alle beobachteten oder durch obige Beobachtungs- 
gleichungen bereits ermittelten Werte, sowie den angenommenen 
Ausgangswert a^ (zugleich mit dem jedenfalls genügend bekannten 
lytangJJ auf der rechten Seite der Gleichung zusammenfaßt: 

da + AG — JU=:At — («0 + ^"0 — lytangtf^... 

Will man nun die unabhängige Kenntnis von da erlangen, so 
bedarf es jetzt einer unabhängigen Ermittelung von AG und von 
Jü. Bevor wir hieran gehen, mögen noch einige allgemeine Be- 
merkungen zu den obigen Ermittelungen der Koordinaten ? und tj 
des Instrumentalpoles J gegen den Pol P der täglichen Drehung, 
sowie hinsichtlich der in den bezüglichen Gleichungen angenommenen 
Konstanz von /lU hier Platz finden. 

Der Grundzug der einfachsten und direktesten obigen Be- 
stimmungen von I und t] besteht in den Verbindungen von je zwei 
Gleichungen, welche in zwei möglichst nahe um 180*^ voneinander 
verschiedenen Drehungsphasen g^ des Instrumentes erlangt sind. 
Diese beiden einander entgegengesetzten Drehungsphasen, in denen 
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die Bewegung des Instrumentes sehr nahe zwei entsprechenden ent- 
gegengesetzten Drehungsphasen der Sternsphäre, also auch des 
Objektes S, um den Himmelspol P gefolgt ist, dienen dazu, die 
Lage dieses letzteren Poles und des seine Lage mit dem Pole J des 
Instrumentes verbindenden größten Kreises PJ innerhalb der den 
Kreisablesungen S und G entsprechenden Drehungsphasen der 
Visierachse um die beiden Achsen K und J ersichtlich und meßbar 
zu machen. Eben durch jene Beobachtungen in je zwei entgegen- 
gesetzten Phasen der Winkel g^ (sehr nahe auch der Stunden- 
winkel t) wird die Lage von P in dem instrumentalen Koordinaten- 
system entsprechend seinem Charakteristikum als der Pol der 
Drehung der Sphäre zur Geltung gebracht. 

Was nun die oben vorläufig angenommene Konstanz von ^ü 
betrifft, so muß möglichst dafür gesorgt werden, daß dieselbe mit 
einer möglichst großen Annäherung durch die Vervollkommnung 
und sorgfältige Regulierung der zeitmessenden Einrichtungen erreicht 
ist, jedenfalls aber dafür, daß die unvermeidlichen kleinen Ver- 
änderungen von Jü" stetig und nach einfachen Gesetzen, womöglich 
proportional der Uhrzeit U selber verlaufen. Durch wiederholte 
unabhängige Bestimmungen von JU nach dem weiterhin zu er- 
läuternden Verfahren muß man diese Kenntnis der Veränderungen 
von JU sichern. Wir werden jedoch sehen, daß man mit den 
unabhängigen Bestimmungen von JZ7 auch für zahlreiche und 
wohlverteilte Sterne genügend gesicherte Bestimmungen von a er- 
langen kann, mit deren Hilfe man für die Dauer gewisser obiger 
Beobachtungsreihen sehr leicht über eine genügende Kenntnis des 
jeweiligen Betrages der Veränderungen von Jf/, bezogen auf 
einen gewissen festen mittleren oder Anfangszeitpunkt, verfügen 
kann. Die obigen Gleichungen würden danach leicht durch die 
Eintragung der bezüglichen Unterschiede der JC/, in Gestalt der 
entsprechenden Unterschiede der J, zahlenmäßig vervollständigt 
werden können. 
Ermittelung Unsere nächste Aufgabe ist jetzt, zu untersuchen, ob und 

fehiers Jö. evoutuell auf welche Weise unabhängige Bestimmungen von JG 
erlangt werden können, und weiterhin dann an die unabhängige 
Bestimmung von J(7 zu gehen, darch welche nach der Gleichung 
<x»=ü-\-dÜ für jede Uhrzeit U die jeweilige Kenntnis der 
absoluten Rektaszension des Zenits, also der Sternzeit, erlangt 
wird, mit Hilfe deren wir dann auch absolute Rektaszensionen be- 
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liebiger Sterne S durch die Gleichung a=ag — v ermitteln können, 
sobald die Stundenwinkel t der Sterne mit Hilfe des äquatorialen 
Instrumentalsystems gemessen sind. Schließlich wird zu zeigen sein, 
wie man mit Hilfe der Drehung der Erde selber, ohne Anwendung 
eines eingeteilten Kreises, nämlich lediglich mit der Zeitmessung 
und durch Beobachtung der Durchgangszeiten der Sonne und der 
Sterne durch einen und denselben Stundenwinkel, die ßektaszensionen 
der Sterne bestimmen kann, sobald man die ßektaszension der 
Sonne unabhängig ermittelt hat. Es ist ja die Sonne, durch deren 
scheinbare jährliche Bewegung überhaupt die Lage der Leitlinie PE 
am Sternhimmel charakterisiert wird. 

Nach der Einführungsgleichung ist z/G=90^ — Gw, und es ist 6«, 
diejenige Ablesung des Kreises zum Pole J, bei welcher der größte 
Kreis JK mit der Leitlinie JW zusammenfällt. Beim Äquatorial ist 
diese Leitlinie JZ. Es handelt sich hier also darum, diejenige Drehungs- 
phase von JK um Jzu bestimmen, bei welcher JK und JZ zusammen- 
fallen. Dies letztere geschieht in der Mittellage zwischen zwei zu 
JZ symmetrischen Drehungsphasen von JK^ in denen der Pol K der 
zweiten Achse des Instrumentes 
auf entgegengesetzten Seiten von 
JZ gleiche Zenitdistanzen ZK 
hat. 

Aus Fig. 9 ersieht man, daß, 
wenn die Kreisablesung bei der 
Drehung von JK um J im Sinne 
der Pfeilspitze wächst, der Win- 
kel ZJK = G^—G' und der 
Winkel ZJK" = G'' — G^ ist, 
und man hat in den beiden sphärischen Dreiecken ZJK und ZJÄ"" : 

^x> x^»x cos ZK^ — cos JZ cos JK* 

cos (6r„ — G') = , — Y^— — j^, 

^ ^ sm JZsmJK' 

und 

^j^t, ^ X cos ZK*' — cos JZ cos JjBl" 

cos(G"— Gu,) = ; — f^ — -ri^fr 

^ ^ sm JZ sm JK" 

Trägt man hier ein 

JK* = JK" = 90' — n 

und setzt man in Betracht des Umstandes, daß die Zenitdistanzen 
ZK' und ZK" am sichersten gemessen werden können, wenn sie 




Fig. 9. 
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sehr nahe gleich 90^ sind, Zir'=90^ — ^' und Zir" = 90^ - *", 
wonach also i! und ^" die kleinen Neigungen der Achse K gegen 
die Niveaufläche (die Horizontebene) bedeuten, bedenkt man endlich, 
daß unter diesen Umständen G«, — G' und &' — 6«, auch nahe 
gleich 90° sein werden, so hat man zunächst: 

• roAo /rr nf\i sin i' — cos JZ sinn 
sm[90>-^(g.-g)]= ,^ jz, OS n 

und 

sin [90-- (G"- (?„)] = ^^i"r^-^JZsir.n 
'- ^ "^-^ Sin JZ COS n 

Da nach unseren Annahmen n und die beiden i als Größen 
erster Ordnung gelten dürfen, können wir auch die Winkel 
90° — (Gu, — G') und 90° — ((?" — 6«,) als ebensolche Größen be- 
trachten, denn der Divisor sin JZ darf nach dem ganzen Sachverhalt 
nicht als ein irgend erheblicher Vergrößerungsfaktor angesehen 
werden. Man hat also, wenn die beiden Seiten der Gleichungen 
mit sin 1" dividiert werden und cos n = 1 angenommen wird : 

^ ^ s\n JZ 

und 

9oo-(e»-g,)= ^'"-."7i-^ -g 

^ ^ Sin JZ 

Die halbe Differenz der beiden Gleichungen gibt aber: 
G^ = \\G' + 6"] + i (r' — ^') cosec JZ... 

Nun ist aber JZ, bis auf kleine Größen von der Ordnung x, gleich FZ^ 
also gleich 90° — 8z, zu setzen, und man hat somit, da auch hier 
in den Koeffizienten der kleinen Größen die Koordinate 8^ stets 
durch Messungen anderer Art, von denen weiter unten die Rede 
ist, als hinreichend bekannt gelten darf, völlig berechenbar 

G^ = \iG' + Ö'O + i(^" -^0 sec J,... 

Hiernach ist nunmehr AG = 90° — G^ bekannt, sobald die zu 
den beiden nahezu symmetrischen Kreisablesungen gehörenden kleinen 
Winkelbeträge V und V^ mit gehöriger Sicherheit gemessen sind. 

Diese Messungen könnten mit Aufsetzung einer sogenannten 
Wasserwage (auch „Niveau" oder „Libelle" genannt) geschehen, 
wenn nicht gerade bei den Äquatorialinstrumenten die ganze Lage- 
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rung der, um die schrägliegend nach dem Pole P hin gerichtete 
Achse J drehbaren, Achse K es meistens sehr erschwerte, Libellen, 
von deren Theorie und Anwendung beim horizontalen Koordinaten- 
system gehandelt werden wird, auf die Achse K aufzusetzen. Es 
gibt aber für die Fälle, in denen man sehr vollkommen eingerichtete 
Äquatorialinstrumente zu unabhängigen oder absoluten Zeit- und 
Rektaszensionsbestimmungen benutzen will, noch andere Mittel und 
Wege, um den obigen Betrag ^(i" — t'), also nur die halbe 
Differenz jener beiden Neigungswinkel der Achse K gegen die 
Horizontalebene, hinreichend genau zu messen, u. a. dadurch, daß 
man diese Achse, die sogar mit konstruktivem Vorteil hohl gestaltet 
wird, selber als ein Fernrohr einrichtet und anwendet, indem man 
an dem einen Ende derselben ein Faden- oder sonstiges Mikrometer- 
netz mit Okular und an dem andern Ende ein Linsensystem an- 
bringt, dessen Bildfläche für parallele Strahlen mit jener Mikrometer- 
ebene zusammenfallen müßte. Die Übereinstimmung der Lage der 
Visierachse dieses Achsenfernrohrs mit der eigentlichen Drehungs- 
achse oder Mittellinie des Achsenkörpers kann unschwer gesichert 
und kontrolliert werden, und der jeweilige Winkel dieser Visier- 
achse mit der Lotrichtung bei nahe horizontaler Lage der Achse K 
kann durch Reflexionen an spiegelnden Niveauflächen (z. B. Queck- 
silberflächen) in Verbindung mit reflektierenden Prismen u. dergl. 
gut meßbar gemacht werden. 

Wir wenden uns jetzt zu der Bestimmung von J ü auf Grund Bestimmung 
der obigen Gleichung, in welcher nun der Zahlenwert von JG nach ßektaszen-" 
den vorstehenden Ermittelungen eingetragen werden kann. ^*^^- 

Die vollständige Gleichung für a lautete allgemein nach Seite 77 
und Seite 79 mit Eintragung von 

J = JU — JG + T] tang dg 

a^ + da + Aat =■ At -\- AUt — AG + ri tang d^ 

+ (§ sin g^ — 7} cos ^') tang rf . . . 

Bringen wir jetzt alle durch die obigen Ermittelungen, sowie 
anderweitig (wie z. B. Aa^ bekannten Größen und die Näherungs- 
werte auf die rechte Seite, so erhalten wir für die auf der linken 
Seite zusammengestellten Unbekannten die Gleichung: 

da — Aüt = At — (ia^ + Aat) — AG 

-}- 7] tang dz + C? sin g^ — r^ cos g^) tang d. . . 



Digitized by 



Google 



90 ni. Die sphärischen Koordinatenmessungen. 

oder wenn wir noch für At die Einführungsgleichung eintragen: 

At= U—G 
da — Jüt= U—(a^,+JaO — (G + JG) 

-f 71 tang dg + (? sin ff" — rj cos g^) tang <J. . . 

Der Index t ist bei denjenigen Größen weggelassen, bei denen 
entweder die Konstanz für gewisse längere Zeiträume anzunehmen 
ist, wie bei da, t], 5, dgy oder bei denen es selbstverständlich ist, 
daß sie ohne weiteres für den Zeitpunkt und die Umstände der 
Beobachtung gelten, wie G, g^ und d (letzteres wenigstens in den 
Koeffizienten) oder gar diesen Zeitpunkt bezeichnen, wie U. Um 
nun durch die Beobachtungsergebnisse, welche auf der rechten Seite 
enthalten sind, die Beziehung zwischen J Ut und da möglichst sicher 
zu bestimmen, ist es im allgemeinen zweckmäßig, die Deklination 
des eingestellten Objektes S möglichst klein zu wählen. Sobald es 
sich aber dann um die Bestimmung von da handelt, sind wir eben, 
wie vorgehend schon in Kürze erwähnt, auf dasjenige Objekt, die 
Sonne, angewiesen, durch welches allein die absolute Bestimmung 
von da, also der letzten und unabhängigen Korrektion des ganzen 
Rektaszensionssystems, nämlich der Lage der Leitlinie PE am Stern- 
himmel, möglich ist. 

In Fig. 10 sei der zur ührzeit U der Beobachtung gehörige Ort 
der Sonne am Himmel mit O bezeichnet. Dann 
heiße nach unseren bisherigen Festsetzungen die 
Poldistanz PO = 90" — SO und die Distanz EQ 
vom Pole E der Ekliptik 90' — /90, ferner ist 
dann entsprechend der sphärische Winkel EPQ 
mit 90° + «O zu bezeichnen. Endlich nennen wir 
den Abstand im Bogen größten Kreises zwischen 
P und E die Schiefe der Ekliptik und bezeichnen 
dieselbe mit e, 
Fig. 10. ^ Wir haben dann die folgende Gleichung: 




oder 



sin ßO = sin SO -cos 6 — cos <JO • sin € sin a' 

sin/90 X ^n X • o 

^T^r—--. — = tang öO • cotg € — sm aO 

cos JO • sm € ^ ^ 



Hier ist nun «O die gesuchte Größe und SO ein Beobachtungs- 
ergebnis, welches wir in demselben Zeitpunkte ?7, zunächst mit 
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Hilfe des Äquatorialinstninientes durch die Ablesungen S des 
Kreises K (siehe die obigen Gleichungen), erlangen können. 

In der vorstehenden Gleichung zwischen aOund'rfO bedarf es 
aber auch noch der Kenntnis von 8 und von ßO, Die Schiefe der 
Ekliptik € kann summarisch durch Beobachtungen von <JO in den 
sogenannten Wendepunkten oder Solstizialepochen ermittelt werden. 
Die halbe Differenz zwischen dem größten und dem kleinsten Be- 
trage von PO, welche beiden Extreme eintreten, wenn die Sonne 
die Leitlinie PE bei 90"^ + «O = 0' und bei 90« + aO = 180' 
passiert, ist nahezu gleich der Schiefe der Ekliptik. Also Näherungs- 
werte von € sind durch Deklinationsbeobachtungen der Sonne unter 
gehöriger Berücksichtigung der Strahlenbrechung, der Parallaxe usw. 
leicht zu erlangen. Genaueres wird aus den weiterhin folgenden 
Erörterungen erhellen. 

Die Bewegung der Sonne am Himmel, als das Abbild der Be- 
wegung der Erde um die Sonne, erfolgt aber ebensowenig genau 
in einem größten Kreise, wie die Bewegung der Erde genau in einer 
unveränderlichen Ebene geschieht. 

Durch die Anziehungswirkungen der Planeten und des Mondes 
erleidet die Bewegung der Erde Abweichungen von der strengen 
Form der Bewegung in einer ebenen elliptischen Bahn um den 
Sonnenmittelpunkt, und diese Abweichungen werden am besten 
dadurch dargestellt, daß man eine mittlere Lage der Bahn als 
langsam und nach einfacher Formel veränderlich ansetzt, dagegen 
die schneller verlaufenden und kleineren Schwankungen dieser Lage 
als Abweichungen der Erde (und reziprok dann auch der Sonne) 
von jener langsam bewegten, sogenannten mittleren Ekliptik in die 
Darstellung der Ortsveränderungen der Sonne am Himmel einführt. 

Diese schnelleren und kleineren, als Breitenabweichungen 
der Sonne (ßO) anzusetzenden Schwankungen der Erdbewegung 
werden hauptsächlich von der Anziehungskraft des Mondes und der 
näheren Planeten (Venus und Mars) verursacht, sind aber auf Grund 
der sämtlichen anderen und viel größeren Störungswirkungen, 
welche von denselben Ursachen ausgehen, so sicher berechenbar, 
daß ß^ jederzeit bis auf das Hundertstel der Sekunde als bekannt 
angesetzt und in die obige Gleichung zahlenmäßig eingetragen 
werden kann. Bevor wir uns nun aber mit der Bestimmung von «O 
durch <JO und durch den jeweiligen Wert der Schiefe der Ekliptik, 
welcher selber auch durch Beobachtungen von JO ermittelt wird. 
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beschäftigen, wollen wir zunächst noch diejenige Methode der 
Koordinatenbestimmung im Äquatorialsystem behandeln, welche für 
die Lösung dieser fundamentalen Beobachtungsaufgabe, nämlich der 
Bestimmung der absoluten Rektaszensionen der Gestirne mittels der 
Messung der Rektaszension der Sonne, die günstigsten Bedingungen 
darbietet. 



Das uatür- Der Erdkörper selber ist nämlich vermöge seiner gleichförmigen 

J.i^^®^^^j.^*^^s Drehung um eine in ihm nahezu unveränderlich liegende Achse 
Durchgangs- sozusagen ein natürliches Äquatorial, bei welchem der Pol J ohne 
Meridian. Weiteres durch den Pol P ersetzt wird, und bei welchem dann 
statt der Ablesungen 6 des zur instrumentalen Hauptachse ge- 
hörenden Kreises die Ablesungen ü der Sternzeituhr eintreten, 
während die zweite Achse nahe rechtwinkelig zur Hauptachse, der 
Erdachse selber, also möglichst unveränderlich zum Erdkörper ge- 
lagert ist, und ihre Drehungen, wie bei dem gewöhnlichen Äquatorial- 
instrument, an den Ablesungen S eines eingeteilten Kreises gemessen 
werden. 

und zwar wird aus sehr naheliegenden Gründen die nahe recht- 
winkelige Lage der letzteren Achse gegen die Erdachse am besten 
in einer zugleich sehr nahe horizontalen Lagerung der Achse K 
verwirklicht, einer Lage, welche die größte Stabilität und die 
günstigste Bestimmbarkeit ihres Winkels gegen die Richtung des 
Lotes und auch gegen die Richtung der Erdachse darbietet, zugleich 
mit der nahen Symmetrie der Lage der beiden sphärischen Örter 
oder Pole K ihrer Richtung zu dem Polkreise FZ, Bezeichnet 
man, wie bisher (siehe Fig. 11), den Winkel dieser Achse mit der 
Hauptachse des Instruments, also hier den Bogen FK mit 90^ — n 
und den Winkel ZPK mit 90° — m (so daß hier m ebenfalls ein 
kleiner Winkelwert von sogenannter erster Ordnung ist), ferner wie 
bisher den Bogen KS mit 90' + Cc und den Winkel KPS mit 
90° + Q, ebenso den Winkel EPZ mit 90' + «* = 90° + C/ + ^C/, 
so hätte man zunächst, wenn auch wieder EP& = 90° + a und 
PS = 90° — rf gesetzt wird : 

EPS = EPZ — ZPK + ATS 

oder a = az + m + Q 

oder a=U + JÜ+m+ Q 
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oder, wenn für Q sein Wert nach Seite 68 eingetragen wird, 

0=17 + Jü-f- m -{■ n tangrf + Cc sec rf... 

Nach den früheren Festsetzungen (Seite 35) würde sich Fig. 11 
und die vorstehende Gleichung auf die Lage I dieses durch P und K 
charakterisierten, natürlichen Äquato- 
rialinstrumentes zu dem Objekte S be- 
ziehen, welche wir in diesem Falle als 
die „Obere Kulmination" des Objektes 
bezeichnen, nämlich als den vom Pol P 
aus auf derselben Seite, wie das Zenit 
Z, gelegenen Durchgang des Objekts 
durch den Polkreis PZ, also durch den 
Meridian des Beobachtungsortes, oder, £( 
etwas allgemeiner ausgedrückt, als den 
Beobachtungszeitpunkt, in welchem sich 
das Objekt in der Nähe des Meridians und auf derselben Seite von 
P, wie Z, befindet. Man sieht leicht, daß nach einer weiteren 
Drehung der Erde um nahezu 180° im Sinne der Pfeilspitze die 
beiden zur Erde fest orientierten Bogen größten Kreises PK und 
PZ sich auf der entgegengesetzten Seite zu der Lage des am 
Himmel und zu E fest orientierten Kreisbogens PS befindet, so 
daß dann S wieder in der Nähe des Meridians, aber auf der Z 
gegenüberliegenden Seite, in der sogenannten Unteren Kulmination 
beobachtet wird. Ebenso sieht man, daß dann diese Lage von K 
der Lage II des Instrumentes nach den früheren Festsetzungen ent- 
spricht, und daß man dann hat: 

EPS = EPZ— ZPK— KPZ 

oder a == a, — 180' -^m—Q 

oder a= ü — 180® + JÜ + m — wtang J — Cc sec J... 

Bezeichnet man, da auch a und Jü zwischen diesen beiden 
Beobachtungszeiten eines sogenannten zirkumpolaren Objekts, die 
um nahe 180° oder 12 Stunden Sternzeit oder überhaupt um ein 
ungerades Vielfache der halben Umdrehungszeit der Erde auseinander- 
liegen müssen, sich verändern, mit a', D' und JI7 die beobachteten 
oder gesuchten Größen bei der ersteren Beobachtung (der „Oberen 
Kulmination") und mit a", U\ JU" die entsprechenden Größen bei 
der anderen Beobachtung (der „Unteren Kulmination), so hat man: 
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a'= U + JU + W + wtangJ+ 6cSec(J... O.K... 
a"= [/" — 180' + JC7" + w — wtangrf— C secJ... U.K... 

und hieraus, unter der nahe erfüllbaren Voraussetzung, daß m, n 
und Cc in der Zwischenzeit zwischen den beiden Kulminationen 
sich nicht merklich geändert haben: 

n tang d + Cc sec J = ^ (a! — a") 

+ i ( J7" — 180^ — U) + \{äU'- AU) 

Wenn man zwischen den Beobachtungen die Lagerung der 
Achse K derartig ändern kann, daß, während bei der ersten Be- 
obachtung (wie oben in Fig. 11) iT im Westen, dagegen bei der 
zweiten Beobachtung dasselbe Ende der Achse K im Osten liegt, so 
ändert sich, bei voller Symmetrie und Regelmäßigkeit des Achsen- 
körpers, nichts in bezug auf den Abstand des Westendes der Achse 
vom Pole P, aber der Abstand dieses jetzigen Westendes vom 
Objekt ist jetzt 90° — Cc, so daß nun bei der Unteren Kulmi- 
nation Q = wtang<J — Cc secJ... Man hat dann mit Elimination 
von Cci 

n tang <J = i [(«' — a") + {U' — 180°— U) + (z/C/" — JP)]... 

Zur Bestimmung von Cc selber können aber diese „Umlegungen" 
der Achse K dann auch in mannigfaltiger Weise verwertet werden. 
Die obige Grundformel für die Rektaszensionsbestimmungen im 
Meridian : 

a= i7+ JZ7+ wifcwtangrfzbCcSecrf... O.K. & ü. K. 

heißt auch die Besselsche Formel. 

Die Bestimmung von n aus der obigen Gleichung setzt außer 
der Beobachtung von J7' — U die Kenntnis der bezüglichen Ver- 
änderungen von a und J 17 voraus. Hinsichtlich der Veränderungen 
von a ist zu bemerken, daß dieselben bei den Fixsternen langsam 
und einfach genug sind, um mit der erforderlichen Genauigkeit in 
den Zwischenzeiten sogar von mehrjährigen Beobachtungsreihen in 
Rechnung gestellt werden zu können, sobald die schwer mit genügender 
Schärfe bestimmbare und sehr veränderliche Wirkung der Strahlen- 
brechung dabei ausscheidet, wie es bei den Kulminationen der 
Sterne in der Rektaszension geschieht. Die Veränderungen von Aü 
können für die obige Gleichung in einfacher Weise bestimmt werden, 
wenn man noch eine Beobachtung in der nächsten Oberen Kulmi- 
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nation desselben Sternes hinzufügt, welche die Gleichung geben 
möge: 

a'" = C7'" + JJ7'" +m + n tang J + Cc sec J... 

Zieht man von dieser Gleichung diejenige für a' ab, so ergibt 
sich JW — AU in Funktion von a!" — a! und W — IT, also 
nach obigem aus bekannten und beobachteten Größen bestehend. 
Kann man dann annehmen, daß Aü in nicht zu langen Zwischen- 
zeiten sich nahe proportional der Zeit ändert, so ist damit auch 
AU' —AU bestimmt. 

Rechtfertigt dagegen die Leistung der bezüglichen Pendeluhren 
jene Annahme nicht genügend, oder ist es nicht möglich gewesen, 
bei der Anordnung der Kulminationsbeobachtungen das obige ein- 
fachste Schema einzuhalten, so wird man ein größeres Material von 
Beobachtungen in den beiden Kulminationen zu beschaffen haben 
und dasselbe dann gehörig nach dem Verhalten der Uhrangaben zu 
der Wiederkehr der bezüglichen Drehungsphasen des Sternhimmels 
untersuchen müssen, wie ja überhaupt für das ganze vorliegende 
Beobachtungssystem die Erforschung der Gesetze der Beziehungen 
zwischen den ührangaben und den Drehungswinkeln der Sphäre 
den wesentlichen Punkt bildet. Dabei wii'd man zugleich die Frage 
stellen müssen, inwieweit die Größen m und n selbst zwischen 
aufeinanderfolgenden Kulminationen eines und desselben Sterns als 
hinreichend konstant anzusehen sind. Ist diese Konstanz nicht 
zweifellos, so werden natürlich kompliziertere Untersuchungen mit 
einer größeren Zahl von Kulminationspaaren verschiedener Sterne, 
welche den ganzen Umkreis in möglichst regelmäßiger zyklischer 
Verteilung umfassen, erforderlich werden, um die Veränderungs- 
gesetze jener Größen, in Verbindung mit entsprechenden zyklischen 
Ermittelungen in den verschiedenen Jahreszeiten, bei verschiedenen 
Temperaturen der Luft, der Pfeiler des Instrumentes usw. zu er- 
gründen. Wir sehen hier von näheren Erörterungen dieser Ali; ab. 
In der obigen Gleichung für n ist m eliminiert. Die Kenntnis von m 
kann aber doch für eine vollständige Verwertung der Beobachtungen 
nicht entbehrt werden. Um sie zu erlangen, ist eine Messung der 
Zenitdistanz des Achsenpoles K erforderlich. Diese kann erlangt 
werden entweder mit Hilfe einer Libelle, welche auf die Zapfen der 
Achse K aufgesetzt wird (siehe näheres über die Libellen weiter 
unten bei dem Horizontal-Koordinatensystem) oder durch die Be- 
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obachtung des Winkels, welchen die Visierachse, in der Durchgangs- 
stellung durch den gi*ößten Kreis KZ^ mit der Richtung des Einfalls- 
lotes einer spiegelnden Niveaufläche macht. Hieraus kann, wenn 
diese Messung des kleinen Bogens größten Kreises SZ sowohl bei 
der Lage von K im Westen, als bei der Lage von K im Osten vor- 
genommen wird, die Distanz äS = 90°+ Cc sowohl eliminiert als 
gleichzeitig mit KZ ermittelt werden. Setzt man KZ (ebenso wie auf 
Seite 88) gleich 90^ — *, so hat man in dem Dreieck KZP (Fig. 11) 

sin i = sin n sin dz + cos w • cos 4 sin m 

oder mit den zulässigen Abkürzungen, da man % w, m als Größen 
erster Ordnung ansetzen darf und sec Sz , ebenso wie tang S» in den 
gewöhnlichen Beobachtungsumständen nicht als irgend erhebliche 
Vergrößerungsfaktoren zu betrachten hat: 

m = i sec dg — n tang dg... 
also auch (Obere Kulmination): 

a' = ü' + Jü' + n (tang d — tang 4) + *"' sec ^ + Q sec d 
[bei K im Westen], 

eine Form, welche man nach dem Astronomen Hansen benannt hat. 
Entsprechend hätte man in der Unteren Kulmination: 

a" = C7"— ISOH^C^" — n (tang Sz + tang J) + *"sec 4— Q sec ä 
[bei K im Westen]. 

Endlich ist es noch von Interesse und von großem praktischen 
Wert, eine dritte Form der Kulminationsgleichungen aufzustellen, 
welche die älteste vollständige Formulierung derselben, nämlich die 
schon im Anfang des 18. Jahrhunderts durch Tobias Maier in 
Göttingen angegebene darstellt und einfach mit Hilfe der Grund- 
gleichungen in dem vorerwähnten sphärischen Dreieck KZP ge- 
funden wird. Dieselben lauten zunächst, wie folgt, wenn man noch 
den Winkel KZP mit 90^ + k bezeichnet:) 

cos ncosm== cos i cos k 
cos n sin m = sin i cos Sz + cos i sin Sz sin k 
sin n = sin i sin Sz — cos i cos (5, sin k 

Mit denselben Voraussetzungen und Abkürzungen wie oben in 
der Gleichung für sin i hat man hieraus : 
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m=^i cos d^, + /: sin <J, . . . 
n =: ^ sin d^ — ä; cos rf, . . . 

Trägt man dies in die obigen Besselschen Gleichungen für die 
Obere und für die Untere Kulmination ein, so hat man: 
a' = c7' + Jü' + A sin (ß, — 8) sec 8 

+ ^' cos (ßz — S) sec J + 6c sec J. . . 
[jBT im Westen], 
a" = ü" — 180° + JE/" + Ä sin (ß, + d) sec ö 

+ *" cos (ßt 4- ^) sec d — Cc sec ()\ . . 
[iL im Westen]. 

Diese Form hat in der Praxis der genaueren und absoluten 
Bestimmungen von a den Vorzug, daß sie die maßgebende Lage 
der Achse K in den beiden Komponenten i und k (Neigung und 
Azimut der Achse) ausdrückt, nach welchen die Veränderlichkeit 
dieser Lage von K und der Grad der leichten und schnellen Be- 
stimmbarkeit derselben sich am deutlichsten scheidet. Die Neigung i 
(das Komplement der Zenitdistanz von K) ist meistens am stärksten 
veränderlich, aber auch mit Hilfe der Libelle oder der Spiegelungen 
an Niveauflächen (Quecksilberflächen) am unmittelbarsten und 
sichersten jederzeit meßbar, was oben auch schon dadurch aus- 
gedrückt ist, daß für die beiden Kulminationen verschiedene Werte 
von e, nämlich i' und t", angesetzt sind. Das Azimut k ist meistens 
weniger veränderlich, aber auch nur mit Hilfe von mindestens 
einem Kulminationspaar bestimmbar, sobald die Beträge von i und Cc 
bekannt sind. 

Durch die vorstehenden Entwicklungen ist die Bestimmung von 
Relationen zwischen den Rektaszensionen a und den ührzeiten ü 
mit Elimination oder gleichzeitiger Bestimmung von k und mit 
jeweiliger Berücksichtigung der Messungsergebnisse für i und Cc hin- 
reichend gesichert. Bei den Sternen, welche den Meridian in der 
Nähe von Z passieren, verschwindet auch der Einfluß von i, also auch 
von Veränderungen der Lagerung der Achse im Sinne des Azimutes 
um so vollständiger, je näher sin (rf, — S) gleich Null ist. In der 
Nähe des Poles P werden allerdings die sorgfältigeren Erwägungen, 
sowie die Berechnungsformen zur Anwendung kommen müssen, 
welche wir oben bei den entsprechenden Fragen innerhalb der all- 
gemeinen Theorie des universalen sphärischen Meßinstrumentes, mit 
den Fixpunkten J und K^ zur Erörterung gebracht haben, insbe- 

Foerster, Astrometrie. 7 
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sondere auch dann, wenn statt des zentralen Bildpunktes, für welchen 
Cc gilt, die verschiedenen Einstellungspunkte zur Anwendung kommen, 
für welche allgemein C gilt, das wir nicht mehr, wie Cc^ als eine 
Größe erster Ordnung, sondern nur als eine solche kleine Größe be- 
trachten, deren höhere Potenzen, von der dritten anfangend, ver- 
nachlässigt werden können. 

Wir haben jetzt bei dem natürlichen Äquatorial in der An- 
wendungsform als Durchgangsinstrument im Meridian (eigentlich als 
Zirkummeridian - Durchgangsinstrument) noch die Bestimmung der 
Poldistanzen 90' — d in Kürze zu betrachten. Diese Messungen 
reduzieren sich fast ganz auf das Schema der Messung der Pol- 
distanzen s in dem allgemeinen sphärischen Meßinstrument mit den 
beiden Achsenpolen J und K. 

Die Einstellung 5' am Kreise K möge zur Oberen, die Ein- 
stellung Ä" zur Unteren Kulmination gehören. Da die Obere 
Kulmination, wenn K im Westen liegt, in Betracht der Zählungs- 
richtung der Rektaszensionen am Pole P gegen den Leitkreis PE^ 
nichts anderes ist als die Lage I, die Untere Kulmination ebenso 
nichts anderes als die Lage II, so hat man für diejenige mit Sp zu 
bezeichnende Drehungsphase der Visierachse um die Achse K^ bei 
welcher die Visierachse den größten Kreis PK (die Polpunktslage) 
passiert, die folgenden Gleichungen: 

90' — (J' = ± (S' — S;,) . . . [Obere Kulmination], 
90° — rf"= ± (Sp — S") ... [untere Kulmination], 

wo rf' den mit der Strahlenbrechung und den übrigen, sogar in der 
Zwischenzeit zwischen den beiden aufeinanderfolgenden Kulminationen 
merklichen Veränderungen behafteten Näherungswert von d zur Zeit 
der 0. K. und rf" den entsprechenden Wert zur Zeit der U. K. be- 
zeichnet. 
Hieraus 

und 

^(cy' + j'0 = 9O°q=i(Ä' — S'O--. 

Das obere Zeichen in diesen Gleichungen gilt dann, wenn die 
Bezifferung der Kreiseinteilung bei der 0. K. von der Polpunkt- 
einstellung nach der Einstellung des Objektes hin wächst, das untere 
Zeichen im entgegengesetzten Falle. 



Digitized by 



Google 



III. Die sphärischen Koordinatenmessungen. 99 

Bezeichnet man 90° — Sp mit JA, so hat man im ersten Falle 

r = S'' + JS d' = 180' — (S'+JS) 

und im zweiten Falle 

ä'' = S'+JS J''=180^ — (S" + JS). 

Eine wesentliche Erleichterung und Sicherung wird aber bei 
dieser Form des natürlichen Äquatorials oder Durchgangsinstrumentes 
durch die Möglichkeit geboten, diejenige Drehungsphase um den 
Pol K unmittelbar zu beobachten, bei welcher die Visierachse durch 
den größten Kreis KZ passiert. Dies geschieht ähnlich, wie dies 
vorhin in betreff der Bestimmung der Distanz ZS bei dieser 
Drehungsphase erwähnt wurde, durch Spiegelung der Visierachse in 
der Niveaufläche, z. B. eines sogenannten Quecksilberhorizontes. 
Nennt man die Kreisablesung bei dieser Drehungsphase S«, so hat 
man einfach: 

90° — J, = =fc(Ä, — Sp). 

Bei dem Grade der Konstanz, welchen S, besitzt, kann diese 
Gleichung in sehr günstiger Weise als eine augenblickliche Be- 
stimmung von Sp statt der obigen Gleichung Sp = -J- (S' + ä") ein- 
treten, welche immer das Zusammenwirken eines Kulminations- 
paares, also einen halben Tag Zwischenzeit verlangt. Man hat 
nämlich einfach Äp = S, zp (90 — J^), wobei das Zeichen je nach 
der bezüglichen Zählungsrichtung der Kreiseinteilung zu nehmen ist. 
Die Bestimmung von d durch solche Beobachtungen und Kreis- 
ablesungen ist, außer durch die oben schon erwähnten instrumen- 
talen Mängel, mit der vollen Einwirkung der Strahlenbrechung 
und der Parallaxe behaftet, was bei allen absoluten Bestimmungen 
sorgfältigst zu beachten ist. 

Die Meridianbeobachtungen in Rektaszension und Deklination 
stellen aber doch, besonders für die ersteren bei Anwendung nicht 
nur der besten Zeitmessungseinrichtungen, sondern auch der besten 
elektrischen Registriereinrichtungen und Registriermikrometer für 
die Fixierung der Einstellungs- oder Durchgangsmomente, gegen- 
wärtig noch immer das Beste dar, was man für die Bestimmung 
der Koordinaten der Gestirne besitzt. Wir können also jetzt zu 
der oben (Seite 90) bereits einleitend behandelten Bestimmung der 
absoluten Rektaszensionen durch die Beobachtungen der Sonne 
zurückkehren. 
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Die Hat man also zu einer bestimmten Uhrzeit Z70 die Deklination 

d^rlbsoiufen ^er Sonne rfO und gleichzeitig den Durchgang der Sonne durch die 
Rektaszensio- Yisierachse mit dem Meridianinstrument beobachtet, so rilt die 

nen mit dem , 

Meridianiii- obigo Gloichung (Seite 90) 

strument und . nr^ 

die Be- ,,• „n _ .»„„ xr, . „.*„ . Sil» ß^L_ 



sin aO = tang rfO . cotg « ■ 



Stimmungen — —-"6" w.^ . cOS (JO sin « ' 

der Schiefe 

der Ekliptik. -p-^ jj^ genaue Geltung dieser Gleichung ist es nun erforder- 
lich, daß (abgesehen von den instrumentalen Korrektionen) das 
beobachtete SO zunächst von der Wirkung der Strahlenbrechung 
und der Parallaxe gereinigt werde, durch welche der Ort der Sonne 
am Himmel gegen die derzeitige Lage der mittleren Ekliptik (siehe 
Seite 91), wie sie durch den Erdmittelpunkt gehend angenommen 
wird, herausgehoben oder herabgedrückt wird. 

Von den Wirkungen, welche die Aberrationen der Lichtstrahlen 
durch die mit den verschiedenen Bewegungen der Erde und der 
Drehung der Erde verbundenen, seitlich gegen die Strahlenrichtung 
stattfindenden Bewegungen des A^isierapparates, auch auf die Beob- 
achtung der Deklination der Sonne ausüben, braucht man im vor- 
liegenden Falle diese Deklination nicht zu befreien, weil die be- 
zügliche Wirkung der Bewegung der Erde um die Sonne den Ort 
der Sonne am Himmel nur in der Richtung der Bewegung in der 
Ekliptik verschiebt, und weil die Aberrations Wirkung durch die 
Drehung der Erde die im Meridian beobachteten Deklinationen 
nicht affiziert. Sodann müßte aber die Distanz zwischen dem 
Pol E der mittleren Ekliptik und der augenblicklichen Lage des 
Poles P, welche von den jeweiligen durch den Mond und die 
Sonne auf die Lage der Erdachse ausgeübten Anziehungswirkungen, 
den sogenannten Nutationen, beeinflußt wird, rechnerisch so fest- 
gestellt werden, daß man den derzeitigen Betrag € dieser soge- 
nannten wahren Schiefe der Ekliptik, in ähnlicher Weise, wie es 
oben für a und d generell eingeführt wurde, durch folgenden Aus- 
druck darstellen könnte: 

€ = €^ + ds + J€t, 

WO €q einen numerisch fest bestimmten Anfangs- und Näherungs- 
wert, sodann de die unbekannte und gesuchte, längere Zeit hindurch 
als konstant zu betrachtende und mit Sicherheit auf Bruchteile der 
Sekunde einzuschränkende Korrektion desselben, endlich Je^ das 
Aggregat aller theoretisch und rechnerisch bereits mit gehöriger 
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Genauigkeit, also hier bis auf das Hundertstel der Sekunde be- 
stimmbaren Veränderungen von e bezeichnet, von der Anfangsepoche, 
für welche e^ gilt, bis zur Beobachtungszeit UO^ und zwar sowohl 
die innerhalb eines Jahres nahezu 0",48 betragenden und nahe pro- 
portional der Zeit verlaufenden Veränderungen der mittleren Schiefe 
der Ekliptik, als auch die vorerwähnten Nutationen in Schiefe, 
welche die Lage des Poles P nach JE hin oder von E hinweg erfährt. 
Tragen wir dies für € in obige Gleichung ein, so hätten wir 
zunächst : 

sin aO = tang dO cotg (e. + de + Jet) ^o • / . ^ — ; — j-k- 

^ OVO« y cos dO sm («0 + de + Aet) 

Hier ist jetzt außer cß auch de unbekannt und nur JO durch 
die Beobachtung bekannt. Vereinfachen wir zunächst den Ausdruck, 
indem wir für das zweite Glied rechts, welches nach Seite 91 sehr 
klein und sehr genau rechnerisch bestimmbar ist, und in welchem 
also auch de vernachlässigt werden kann, kurz setzen /(;?). Ent- 
wickeln wir dann cotg {e^ -\' de + Je^ goniometrisch, indem wir 
dabei die zweiten und höheren Potenzen von de sin 1" gemäß den 
Darlegungen auf Seite 43 vernachlässigen, so erhalten wir 

cotg {e, + de + Jet) = cotg (e, + Jet) — -^"^f^"^ ' ' ' 
und hiernach: 
sin «O = tang JO cotg (e, + Jet) - de • sin 1" -rj^^— - f(ß). 

Man ersieht aus dieser Form der Gleichung, daß jeder einzelne 
Wert von «G aus dem Wert von JO um so unabhängiger von der 
zunächst unbekannten Korrektion de ermittelt werden kann, je 
kleiner tang SO ist, also am besten in der Nähe des Frühlings- 
und des Herbstäquinoktiums, bei denen JO gleich Null ist. 

Wenn die linke Seite der Gleichung sodann nach «O und 
zugleich das erste Glied auf der rechten Seite, welches über- 
haupt bei der Kleinheit der beiden anderen Glieder wesentlich in 
Frage kommt, nach rfO differenziert wird, erhält man die Relation: 

öfaO cos a^' = ddO sec' dO . cotg (e^ -\- Jet) . . ., 

woraus der partielle Differentialquotient hervorgeht: 

— — = sec a^ • sec' rfO . cotg (e^ + Jet) . . . 
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Hieraus folgt, daß Ungenauigkeiten in der Ermittelung von dO 
den geringsten Einfluß auf die Bestimmung von «O haben, wenn 
aO nahe gleich 0® oder 180® ist, also ebenfalls in der Nähe eines 
der beiden Äquinoktien, wogegen nach den Solstizien hin, wo aP 
sich den Werten ± 90® nähert, jenes Verhältnis durch das An- 
wachsen des Faktors secaO immer ungünstiger wird. Zugleich 
sieht man aber, daß, wenn «O = ± 90'' wird, die obige Gleichung 
sich auf folgende Form reduziert, in welcher wir zur Abkürzung in 
den Koeffizienten der kleinen Größen de und f(ß) hier setzen 
wollen € statt e^ + Jsti 

± tang {e^ + Je.^ = tang rfO — de sin — '- P^ f(ß) tang 6. 

Mit demselben Näherungsgrade können wir hier aber auch in 
den Koeffizienten aller kleinen Glieder innerhalb vorstehenden Aus- 
druckes setzen ±^ = £^ + ^Cf = €... und wir haben dann: 

± tang {e^ + Je^ = tang rfO zp rfg . sin 1" • sec' e — /(j9) tang c. . . 

Hieraus folgt aber für das obere Zeichen, also für aO = -j- 90®, 
wenn man hier auch 

Kß) = >n . / , . N veremfacht m h — . . . 

•^ ^^^ cos JO sin («0 + ^^0 cos e sin e 

de • sin 1" sec' e = sin [SP — (e^ + Aei)\ • sec rfO . sec (e^ + Ae^ 

— sin /9 sec' f.. . 

oder wenn durch sin 1" dividiert und auch in dem Koeffizienten 
des ersten Gliedes rechts jetzt e^ + ^^t kurz mit e bezeichnet und 
wegen der offenbaren Kleinheit von (JO — (^^ + Je^ hier JO in dem 
Koeffizienten auch gleich e gesetzt wird: 

de = SO — {e, +Aet) — ß... 

Ebenso hat man für das untere Zeichen, also bei «O = — 90®, aus 
obiger Gleichung: 

de = — [dO + (e,-]-j€t)-ß]... 

Wenn man nun also in der Nähe der Äquinoktial-Epochen am 
Meridianinstrument die Uhrzeit J70 des Durchganges der Sonne (im 
Mittel aus den Durchgangszeiten der beiden Sonnenränder) und 
gleichzeitig ihre Deklination JO beobachtet hat, so ergibt sich 
zunächst: 
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sin aP = tang dO cotg {s^ + Ae^ .^ . f^ , — ^-^ . . . 

^ e> V • / cos (JO sin (Cy + z/ff) 

(mit der für die Äquinoktien oben als zulässig erkannten Vernach- 
lässigung von dB oder nötigenfalls, wenn man einige Wochen vor 
oder nach einem Äquinoktium bei merklichem, wenn auch kleinem 
Werte von tang rfO beobachtet hat, mit Hinzufügung des die 
Korrektion de enthaltenden Gliedes, wobei man für de das obige 
Ergebnis aus der Beobachtung in der Nähe von aO = ±90® ein- 
tragen kann). 

Für den so ermittelten Wert von aß hat man nun die voll- 
ständige Gleichung am Durchgangsinstrument: 

aO=ÜOJ^AVOJ^m + n tang JO + Cc sec fiO, 

Können wir jetzt tw, n und Cc als hinreichend bekannt an- 
nehmen, so ist AÜO hier noch die einzige Unbekannte, wird also 
durch diese Gleichung unabhängig bestimmt. Mit Hilfe der Kenntnis 
des Verlaufes der Veränderungen der ührzeitkorrektionen Aü^ welche 
Kenntnis nach Seite 95 durch Beobachtung der wiederkehrenden 
Kulminationen der Fixsterne erlangt werden kann, vermag man 
jetzt die Rektaszensionen der letzteren an die oben für die Uhrzeit J70 
absolut bestimmte Rektaszension der Sonne anzuschließen. Man hat 
für irgend einen Fixstern, dessen Durchgangszeit ü man nahe vor oder 
nach dem Sonnendurchgang an demselben Instrument beobachtet hat: 

a= ü + Jü -i- m -^ n tang 6 + Cc sec S 
somit im Anschluß an die absolute Rektaszension der Sonne: 
a=aP+ ü— ÜO + JÜ—JÜO 

+ n (tang S — tang (JO) + Cc (sec d — sec JO). 

Hiernach kann man jetzt aus den Differenzen der Durchgangs- 
zeiten der Sonne und der Fixsterne für eine beliebige Anzahl der- 
selben die Rektaszensionen a bestimmen und zwar um so genauer, 
je kleiner die Zwischenzeiten ü — iJO, je sicherer also die Ver- 
änderungen Aü — JC/O der Uhrkorrektion bekannt sind, und je 
kleiner auch die Unterschiede der Deklinationen 6 — rfO sind. Auf 
diese Weise werden jedenfalls Näherungswerte der Rektaszensionen 
einer gewissen Anzahl, besonders von helleren Sternen bekannt, 
deren Meridiandurchgänge in nicht zu langen Zeitintervallen vor 
oder nach dem Meridiandurchgang der Sonne am Tage beobachtet 
werden können. 
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Es ist dann weiterhin mit Hilfe des Meridian durchgangs- 
instrumentes möglich, an diese Sterne, von denen man jedenfalls 
zwei größere Gruppen, die eine um die Zeit des Frühlingsäquinoktiums, 
die andere (gegenüberliegende) um die Zeit des Herbstäquinoktiums 
auf obige Weise mit der Rektaszension der Sonne verbinden kann, 
eine größere Anzahl anderer Sterne mit systematischen Durchgangs- 
beobachtungen so anzuschließen, daß man danach im ganzen Um- 
kreise und in den verschiedenen Parallelkreisen ein in sich wohl- 
ausgeglichenes System von Sternrektaszensionen kennen wird, an 
welche man nun wieder reziprok Rektaszensionsbestimmungen der 
Sonne über den ganzen Umkreis der Ekliptik hin mit Hilfe von 
Durchgangsbeobachtungen der Sonne und von Durchgangs- 
beobachtungen der Sterne anschließen kann, wozu dann noch die 
Deklinationsbeobachtungen der. Sonne vervollständigend hinzutreten. 

DieSternbeobachtungenanund für sich liefern nurRektaszensions- 
dififerenzen, deren Ausgleichung man aber durch sorgfältigste Unter- 
suchung der Uhrgänge und der Instrumentalfehler zu einer gewissen 
Vollkommenheit bringen kann, so daß die umfassendere Vergleichung 
von Sterndurchgängen mit den etwas weniger genauen, nämlich 
wesentlich durch die Wärmewirkungen der Sonne ungünstiger be- 
einflußten, Durchgangsbeobachtungen der Sonne dann überwiegend 
der möglichst genauen Bestimmung der nur mit Hilfe der Sonne 
ausführbaren letzten Reduktion der sämtlichen Sternrektaszensionen 
auf die sogenannte absolute Rektaszension und zugleich der genaueren 
Untersuchung der ganzen Bewegung der Sonne am Himmel, also 
der Theorie der Erdbewegung, zu dienen hat. Wir dürfen in diesem 
Sinne annehmen, daß es sich darum handelt, die letzte Korrektion 
eines ganzen Systems von Sternrektaszensionen oder, was dasselbe 
ist, die letzte und lange Zeit hindurch als konstant zu betrachtende 
Verbesserung x der sämtlichen Uhrkorrektionen zu ermitteln, welche 
aus der Beobachtung von Durchgangszeiten der Sterne auf Grund 
eines bestimmten Rektaszensionssystems desselben gefunden wurden. 

Hat man also für eine Durchgangszeit der Sonne, nämlich J7G, 
aus benachbarten Durchgangszeiten ü von Sternen die Rektaszension 
der Sonne aP gefunden durch Gleichungen von der Form 

ap — a = C/3 — U+ JtJO — ^U+n (tang rfG _ tang(J) 

+ Cc (sec (JG — sec rf), 

so bedeutet dieses «O die dem Rektaszensionssystem der Sterne 
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angeschlossene Sonnenrektaszension, während die noch nicht in aller 
Strenge bekannte, aber aus den Deklinationen der Sonne selbständig 
abzuleitende Sonnenrektaszension «O heiße. Unbekannt ist also 
noch die letzte Korrektion x^ welche an die Werte aO anzubringen 
ist, um mit aO übereinzustimmen und dann nach der Gleichung für a 
durch aO auf Seite 103 auch das ganze Rektaszensionssystem der 
Sterne noch in größtmöglicher Strenge auf die genaue Lage der 
Leitlinie PE zu beziehen und damit sozusagen absolut zu be- 
stimmen. 

Wir haben also zur Ermittelung von x jetzt wieder nach der 
obigen Gleichungsform: 

sin aP = sin (cß -\- x) = tang rfO cotg (6^ -\- de + €t) — f(ß) 

wo dO wieder der zur Uhrzeit Z70 beobachtete und von Strahlen- 
brechung und Parallaxe befreite Wert der Sonnendeklination ist. 

Die Aufgabe ist nun, x und de durch zahlreiche, über den 
ganzen Umkreis der Ekliptik verteilte Durchgangsbeobachtungen 
und Deklinationsbeobachtungen der Sonne, sowie durch zahlreiche 
Durchgangsbeobachtungen von Sternen, welche in Verbindung mit 
den Sonnenbeobachtungen zunächst die Werte aO liefern, zu ermitteln. 

Hierzu wird es eine besondere Erleichterung bieten, daß uns 
immer schon ein System von Näherungswerten von aO, JO und f, 
sowie ßO^ aus vorangegangenen Untersuchungen zur Verfügung 
steht, welche in sogenannten Sonnentafeln verkörpert sind. Die aus 
diesen Tafeln abgeleiteten Ephemeriden geben uns diese Werte, die 
wir mit dem Index r als Rechnungsergebnisse aus den besten früheren 
Beobachtungen bezeichnen wollen, in solchem formalem Zusammen- 
hange, daß in aller Strenge die Gleichungen erfüllt sind: 

sin|30 

sin ap = tang JO cotg €^ rp^— ^ 

'^ ^ '^ ^ '^ cos (JO sm £ 

r r 

Richten wir es nun so ein, daß der Näherungswert e^ -J- Jct 
in den vorangegangenen Gleichungen mit dem Rechnungswerte €r 
genau übereinstimmt, so hätten wir für jene Gleichungen jetzt: 

sin (ap 4- ^) = tang JO cotg (e + de) ^^^ . — . 

^ * ° o V r • y cos JO sm £r 

Setzen wir endlich ß^ = ß^ und vernachlässigen wir in den 
Koeffizienten von sin ß^ den Unterschied zwischen dO und JO, so 
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finden wir für den Unterschied der beiden Gleichungen den fol- 
genden Ausdruck: 

sin («p + ^) — sin ap = tang rfO cotg (s^ + de) — tang <jp cotg €^,,. 

Da wir annehmen dürfen, daß aO — aO, ^, JO — JO^ de sämt- 
lich sehr kleine Winkelgrößen sind, so können wir in dieser Gleichung 
die Unterschiede der Funktionen und auch ihrer Produkte nach der 
Taylorschen Reihe so entwickeln, daß wir überall die Glieder weg- 
lassen, welche die zweiten und höheren Potenzen und die Produkte 
jener Größen enthalten; dann haben wir: 

cos ap (aO — a!p + a) = sec' 6p cotg e^ (ßO — jp) 

— tang Jp cosec' €^y<d€... 

oder, wenn wir die Unbekannten a und de auf dieselbe Seite 
bringen: 

a ' cos ap + de • tang (jp cosec' e^ = (rfO — dp) sec^ äp cotg e^ 

— («P — ap) cos ap. 

Der Verlauf der Bestimmungen von a und de nach obiger 
Gleichung tritt am deutlichsten hervor, wenn wir ihre Form, unter 
Berücksichtigung der Gleichung ±:öp = e^ für «p = ± 90® (siehe 
auch Seite 102), für die Anfänge der Quadranten von ap angeben: 

Für ap = 0' hat man a = (äO — Sp} cotg e^ — (ap — ap)... 
„ ap = 180« „ „ a^ = -(äcldp)ootge-(ap-ap)... 
„ op = 90° „ ^ de= (dO — dp).. ., da hier dp nahe = e^ 
„ ap = 2W „ „ de = -(doJdpU , „-dp „ =6 

Man ersieht hieraus auch, daß an je zwei einander gegenüber- 
liegenden Stellen des Umkreises der Einfluß von Fehlern, die der 
Beobachtung von JO anhaften können, sowohl für die Bestimmung 
von 0?, als für diejenige von de, mit entgegengesetzten Zeichen auf- 
tritt, so daß im Mittel aus zwei, um einen halben Sonnenumlauf 
auseinander liegenden Bestimmungen von a und auch von de alle 
systematischen, auf die beiden Beobachtungen von SO konstant 
wirkenden Fehler, welche die am schwersten zu beseitigenden sind, 
unwirksam gemacht werden. Wir haben damit nur dasselbe Prinzip 
zu konstatieren und zur Anwendung zu bringen, welches oben in 
dem sogenannten Einstellungspaar und entsprechend auch in der 
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Verbindung der um einen halben täglichen Umlauf auseinander 
liegenden beiden Kulminationen Verwertung gefunden hat. 

Zu der für die allgemeine Anwendung der vorstehenden Gleichung 
geeignetsten Form, mit Eintragung der Relation 

tang ö^ = tang e^ sin «O . . . 
nämlich : 
a cos aO + 2de sin aO cosec 2 t^ = ((JO — <J^) sec' <JO cotg €^ 

— (aO — oO) cos ap 

ist noch zu bemerken, daß zahlreiche Beobachtungsgleichungen von 
dieser Form, welche für zahlreiche verschiedene und möglichst gleich- 
mäßig verteilte Werte von aO die Werte ap + a? = aO ergeben, 
nach der Theorie der kleinsten Summen von übrigbleibenden Fehler- 
quadraten zu berechnen sind und dann auch zur Prüfung und fort- 
schreitenden Verbesserung der Theorie der Erdbewegung dienen, 
während zugleich durch die Bestimmungen von a und de auch die 
Lagenänderungen von P und E am Sternhimmel und die Orts- 
bestimmungen der Sterne immer vollständiger und sicherer ermittelt 
werden. 



Die zuletzt von uns erörterte Art der Koordinatenmessung im Das 
System P&E,- nämlich durch das natürliche Äquatorial oder duSangs- 
Meridiandurchgangsinstrument, kann nun noch eine Vervollständigung i»strument 
und Erweiterung durch eine weitere Ausbildung des Durchgangs- 
prinzips erfahren, wenn man nämlich der Achse -ff, unter Festhaltung 
einer nahezu horizontalen Lagerung, verschiedene Azimute gibt und 
dann ebenfalls die ührzeiten von Durchgängen durch die Richtung 
der stets nahe rechtwinklig zur Achse K gestellten Visierachse be- 
obachtet. Wenn man dann mit Hilfe einer rechtwinklig zur Achse K 
angebrachten sogenannten Querlibelle imstande ist, auch bei ver- 
schiedenen Azimuten von K eine und dieselbe Drehungsphase der 
Visierachse um die Achse Ä*, bezogen auf die feste Durchgangsphase 
der Visierachse durch den größten Kreis KZ, also, mit anderen 
Worten, einen und denselben Winkel ZKS festzuhalten, so ist man 
imstande, auch für die Bestimmung der Deklinationen nur noch der 
Messung der Drehungswinkel der Erde und des Meridians PZ durch 
die ührzeiten zu bedürfen und von den Kreisablesungen S und 
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ihren Mängeln für die absoluten oder fundamentalen Bestimmungen 
der Koordinaten im System P&E^ nämlich der a und rf, ganz frei 
zu werden. Hier soll auf nähere Darlegungen dieser Erweiterungen 
der Anwendung des Durchgangsprinzips in Gestalt eines solchen 
Universaldurchgangsinstrumentes verzichtet werden, da dieselben 
meinerseits bereits eine Veröffentlichung als Nr. 5 der „Astrono- 
mischen Abhandlungen als Ergänzungshefte zu den „Astronomischen 
Nachrichten", herausgegeben von Prof. Dr. H. Kreutz, gefunden 
haben unter dem Titel: Beiträge zur Ausgleichung der fun- 
damentalen Ortsbestimmungen am Himmel. 

Alle diese Beobachtungen werden nicht bloß der Bestimmung 
der Örter und Ortsveränderungen der Gestirne und der Lagen- 
änderungen der Ekliptik und der Erdachse im Räume, sondern 
zugleich den feinsten Untersuchungen der Zeitmessungseinrichtungen 
und schließlich auch der kritischen Theorie der Drehung des Erd- 
körpers zu dienen haben. 



Das Koordi- Wir gehen jetzt über zu den Messungen im Koordinatensystem 

desLotes^oder ^®s Lotes odor der Niveaufläche, kurz bezeichnet als das Hori- 
fl-^h^rH^*'*" ^ontal System. Diese Messungen erfolgen in aller Vollständigkeit 
zontai- mit Hilfe des universalen Horizontalinstrumentes, welches 
sys em). j^gjg^^jjg jjj besonderem Sinne „Universalinstrument" schlechtweg 
genannt wird. Dieser Benennung wollen wir uns jedoch aus nahe- 
liegenden formalen Gründen nicht anschließen, da dieselbe durchaus 
nicht das entscheidend Charakteristische für dieses Instrument aus- 
drückt. Nach der Analogie des Namens „Äquatorialinstrument" 
wollen wir hier den Namen „Horizontalinstrument" gebrauchen. 

Der Polpunkt der Hauptachsedieseslnstrumentalsystems, welcher 
auch hier, der allgemeinen obigen Festsetzung für die sphärischen 
Universalinstrumente entsprechend, mit J bezeichnet werde, soll 
mit dem Polpunkt des Horizontes, dem Zenit Z, möglichst nahe 
zusammenfallen, und der Leitpunkt des horizontalen Instrumental- 
systems soll mit dem Leitpunkt des entsprechenden natürlichen 
Koordinatensystems, nämlich dem Polpunkt P der täglichen Drehung 
der Sphäre (siehe Seite 26) identisch sein (siehe nebenstehende 
Figur 12). 



Digitized by 



Google 



111. Die sphärischen Koordinatenmessungen. 109 

Die Koordinaten im instrumentalen System mögen auch hier 
die schematischen Bezeichnungen beibehalten: 

gezählt von der Leitlinie JP in der Richtung der Pfeilspitze (also 
im Sinne der Uhrzeiger- 
bewegung), ferner .. •' " 

Entsprechend hätte man '^^^^^^Z^'T"^ " — -^^ 

im Horizontalsystem selber 

ebenso gezählt wie g 
ZS=a. 




Im übrigen gelten die • 

Festsetzungen und Bezeich- 
nungen von Seite 31 — 33 
für die sogenannten Instru- 
mentalfehler n und Cc. 

Man nennt nun nach konventioneller Zählungsweise, bei welcher 
die Verlängerung der Leitlinie PZ über Z hinaus, nach der soge- 
nannten Mittagsseite, also ZM in der Figur, die Anfangsrichtung 
bildete, den Winkel MZS das Azimut des Objektes S, und man 
bezeichnet diesen Winkel km^z mit ö, so daß y = 180° + a. Für a 
hat man den selbstverständlichen Namen Zenitdistanz, und man be- 
zeichnet dieselbe gewöhnlich kurz mit z. 

Wir wollen jedoch bei der Erörterung der Beziehungen zwischen 
den Koordinaten im instrumentalen und den Koordinaten im natür- 
lichen Horizontalsystem die Bezeichnungen y für das um 180° ver- 
mehrte oder verminderte Azimut und a für die Zenitdistanz einst- 
weilen beibehalten. 

Es sei ferner, wie bei der allgemeinen Darlegung des Problems 
(Seite 64) JZ = x, sodann PZJ = y,- (in derselben Richtung von 
ZP aus gezählt, wie PZS = y) und ferner PJZ = g^ — 180° (ebenso 
gezählt). Es mögen dann die Kreisablesungen wieder ebenso wie bei 
den oben zitierten Festsetzungen angenommen und bezeichnet werden, 
nämlich G die Ablesungen am Kreise zur Achse J, dem Horizontal- 
kreise, und S die Ablesungen am Kreise zur Achse -fiT, nämlich dem 
Vertikalkreise, bedeuten. 
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Endlich ist, wie früher, 90" — ö«, = JG gesetzt. Man hat dann: 

in Lage I g^=G' -\- JG + Q — x singet, tang dz,., 

in Lage II ff^ = G" — 180° + JG— Q — x&inc/^ tang d,. . . 

wo Q = n cotg 8 + Cc cosec • s . . . 

ferner 

in Lagel s = ±(S' — Si),.. 

in Lage II s = ± (S^— «")••• 

und sodann nach Seite 66 — 68 

y = ^^ + Z sin (g^ — g) cotg a. . . 
a=s 4- x(^os(gr, — g),.. 

Die Verwertung des Einstellungspaares in den beiden Lagen 
zur Bestimmung oder Eliminierung von Q und zur Bestimmung 
von Si [nämlich gleich i (^' •}- S") für ein Objekt S, dessen 
Koordinaten im instrumentalen System zwischen den Beobachtungen, 
in den beiden Lagen, unveränderlich sind] ist hier etwas leichter 
und günstiger, als es im äquatorialen Instrumentalsystem der Fall 
war, insbesondere w^eil hier in der Nähe des Horizontes, also in 
der Poldistanz JS = 90° feste Objekte von geeigneter BeschafiFenheit 
im ganzen Umkreise leichter zu finden sind. Es wird sich nun 
zunächst um die Bestimmung und Berücksichtigung von x und von^^, 
handeln. 
Bestimmung Da man im vorliegenden System die Richtung zum Polpunkt Z 

^^j^^^^^ggf^I^" unmittelbar optisch einstellen kann, und zwar Hilfe der schon oben er- 
mente wähnten Reflexionsbeobachtung der Nadirrichtung an einer spiegelnden 
instnimonta- Nivoauflächo, SO ist es möglich, hier unter der leicht zu erfüllenden 
^nattirifcheT Voraussetzung, daß die Winkelgrößen x, ebenso wie n und Cc Größen 
Horizontal- erster Ordnung sind (man wird sie beim Horizontalinstrument gerade 
mit Hilfe von Reflexionsbeobachtungen und Libellen sehr leicht auf 
wenige Sekunden einschränken können), innerhalb des Gesichtsfeldes 
des Fernrohrs und mit den mikrometrischen Einrichtungen desselben 
die Lage von Z und zwar nach kürzestem Abstand von dem größten 
Kreis KJ und nach der Lage der Projektion von Z auf KT gegen J 
zu messen. Unmittelbar wird man etwa mit Fäden, welche durch 
Mikrometerschrauben beweglich sind, mit Hilfe derjenigen Drehungs- 
phase der Visierachse, welche oben mit S» bezeichnet ist, sowohl 
in der Richtung ÄJ, als rechtwinklig dazu (also in der Richtung 
der sogenannten Horizontalfäden und der sogenannten Vertikalfäden) 
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die Komponente des Abstandes zwischen dem Mikrometermittel- 
punkte und derjenigen Stelle des Gesichtsfeldes messen, in welcher 
das Reflexionsbild von der Niveaufläche mit der bezüglichen Stellung 
der beweglichen Mikrometerfäden selber zusammenfällt. Der Über- 
gang aber von dem Orte des Mikrometermittelpunktes S,- auf die 
Lage von J im Gesichtsfelde ergibt sich alsdann einfach durch 
den in der Richtung des größten Kreises KJ (oder der Horizontal- 
fäden) stattfindenden Abstand JSi = w + Cc . Man kommt auf 
diese Weise zur Kenntnis der beiden Komponenten von %, aus denen 
man % selber findet und dann mit Hilfe der zu der Messungsstelle 
zugehörigen Ablesung G den Übergang auf g^ machen kann. Das 
ganze Verfahren verlangt aber die vollkommeneren Einrichtungen 
größerer Fernröhre und ist in der Ausführung ziemlich umständlich. 

Ein anderes, bei den größeren und vollkommeneren Horizontal- 
instrumenten anzuwendendes Verfahren ist mit Hilfe der oben 
(Seite 107) schon erwähnten Querlibelle auszuführen, nämlich die 
Einstellung gleicher Winkel ZÄS, also gleicher Drehungsphasen der 
Visierachse um die Achse K gegen diejenige Anfangsphase, in 
welcher der größte Kreis jBuS mit KZ zusammenfällt. Bezeichnet 
man (siehe Fig. 13 auf Seite 112) den Winkel ZKS kurz mit F, 
gezählt von KZ aus in der Richtung entgegengesetzt der Uhr- 
zeigerbewegung, wenn man sich von K aus herab blickend denkt, 
so ist man sicher, daß V unverändert einen und denselben Wert 
hat, wenn die Querlibelle, welche mit der Achse K in irgend einer 
Drehungsphase fest verbunden werden kann, dann unverändert eine 
und dieselbe Angabe macht, z. B. auf Null einsteht. 

W^enn man nun aber die Achse K durch den ganzen Umkreis 
um die Achse J bewegt, ohne die Drehungsphase um K selber 
irgendwie zu ändern, so wird zwar der Winkel JjBTS, den man mit Vi 
bezeichnen kann und (den man von derjenigen Drehungsphase aus 
zählt, bei welcher die Richtung der Visierachse den gi'ößten Kreis KJ 
passiert und die Kreisablesung S,- stattfindet), ganz unverändert 
bleiben, dafür aber der Winkel V gesetzmäßige Veränderungen er- 
fahren, die man an der Veränderung der Ablesung der Libelle er- 
kennen kann, und die von der Lage von J gegen Z abhängig sind, 
somit zur Ermittlung der letzteren dienen können. In der Fig. 13 
sind zwei einander entgegengesetzte Drehungsphasen der Horizontal- 
-achse K um die Vertikalachse J dargestellt, sowie die zugehörigen 
Winkel V und Fi-, welche der größte Kreis KS in irgend einer, 
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durch die Ablesungen der Querlibelle zu kontrollierenden Drehungs- 
phase der Visierachse um die Achse K mit dem größten Kreise KZ^ 
beziehungsweise welche er zugleich mit dem größten Kreise KJ bildet. 




Fig. 13. 

Man sieht leicht, daß in den beiden entgegengesetzten Drehungs- 
phasen von JK um J, nämlich in den beiden Stellungen JÄ^ 
und JK^ bei unveränderter Drehungsphase von KS um K^ der 
Winkel Fi (nämlich JK^S und JK^S) derselbe geblieben ist, aber 
der Winkel ZK,S (gleich FJ in den kleineren Winkel ZK^S 
(gleich F3) übergegangen ist. Und zwar ist F, — Vi=^JK^Z und 

Man hat aber in den sphärischen Dreiecken K^JZ und K^JZ: 

. jj^ r^ sinJZ' sin KJZ . . -._. ^ sin JZ • sin KJZ 

smJA,Z = ; — ^. rr und smJKZ= ; — ,^ ^. ^ — 

^ smK^Z 3 smÄgZ 

Nach den vorangegangenen Ausführungen ist aber innerhalb 
jener Dreiecke 

K,JZ=FJK, — PJZ 

und KJZ = PJK, + PJZ , 

wo PJZ nach dem früheren gleich g^ — 180° ist, und wo man 
analog PJK^ mit g^^ und PJK^ mit 360° — gk^ bezeichnen kann 
so daß: 

K,JZ= 180°- (^,-^,0 K,JZ= 180°- (y*3 -g^). 

Zugleich ist KJZ=\^0^ — KJZ und (bis auf Glieder>on der 
Ordnung /) K^Z=K^Z. 
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Hiernach ist zunächst; 

sin JK,Z= '^ ^ ^^'^ f- ^' ^ = sin JKZ= '^ ^ '!^ - t\~ ^'^ 

also auch in zulässiger Abkürzung: 

JK,Z=JK,Z 

oder auch V, — Vi = Vi—V,= i[V, — V,]. 

Zur näheren Bestimmung von K^Z und K^Z fällt man jetzt 
das sphärische Perpendikel von Z auf den größten Kreis K^J, welches 
denselben in dem Punkte Jg treffen möge. Man hat dann nach 
allen obigen Voraussetzungen für JJg (positiv von J aus nach der 
jeweiligen Lage von K hin gezählt) den Ausdruck 

— X cos (ff^ — gjt, ) und auch — x cos (ff,,^ — g^) 
und K^Ji = K^J — JJi = 90® — ^ + Z cos (y«, — ^* J 

Nun ist aber 

tang jfiTj Z = tang K^Jz • sec JK^ Z 
und tang K^Z= tang K^Jg, • sec JK^Z, 

Da aber JK^Z und JK^Z von der Ordnung von % sind, hat 
man mit den bekannten Abkürzungen: 

K,Z=K,J,...ym^K^Z=K^J,... 
somit sin ^4^= sin jB^ J«. . . = cos [ti — % cos {g^ — ^ai)]. .. 
sin ÄjZ= sin jBTjJ,. . . = cos [n — ;c cos (5^*5 —^0]... 

folglich mit derselben Vernachlässigung der Glieder von der Ordnung 
der zweiten und höheren Potenzen und der Produkte von n und % 

sinjB:,Z=l... sinÄ3Z=l... 
und damit 

i(^, — f^3) = zsin(^^ — 5rtJ = ;f sin(^Ä, — ^^)... 

Es ist aber, wie man leicht sieht, da nach der Figur die Lage 
von K^ und Ä, ebenso wie diejenige von K^ und S, bei der oben 
schon festgesetzten Zählungsrichtung der Winkelkoordinaten g am 

Foersier, Astrometrie. 8 
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Pole J hier der Lage I angehört, 9'k = 9 — (90^+ Q) und 
9H = 9^-(.^"+Q). also ^,_jr,,=5r,-^, + 90°+Q und 
9h — 9v=^ 9z — 9t — (90° + Q), In den mit % multiplizierten 
Ausdrücken darf man jedoch Q vernachlässigen, da Q ohne erheb- 
liche Vergrößerungsfaktoren, die in dem Ausdrucke für Q durch 
7z, Cc und 8 nur in der nächsten Umgebung des Poles J auftreten, 
auch von der ersten Ordnung ist. Man kann dies hier um so 
sicherer, als bei diesem Instrumentalsystem nicht bloß, wie oben 
schon bemerkt, % innerhalb der Grenzen von wenigen Sekunden ge- 
halten, sondern überhaupt bei allen Koordinatenmessungen die Nähe 
des Poles J leicht gänzlich vermieden werden kann. Die Objekte S, 
welche dem Zenit nahe kommen, verweilen ja bei der Drehung 
der Sphäre auch nur ganz kurze Zeit in der Nähe von J, wogegen bei 
dem Äquatorialsystem gewisse Gruppen von Objekten jahrzehntelang 
den Polen P und J sehr nahe bleiben können und alsdann die be- 
sonderen Unterscheidungen und sorgfältigeren rechnerischen Be- 
handlungen verlangen, die oben auf Seite 44 ff. erörtert worden sind. 
Man kann hier also vereinfachend setzen: 

9^ — 9k, = ^0'->r(j9v-9.) und ör,3 _^, = -(90«+^,_^J. 

Hiernach hat man: 

i(f^i— V;) = %c>os(jg^ — g,) = — xcoB{g^ — g^)..., 

wobei zur Kontrolle zu bemerken ist, daß g^ in der Tat von ^,, 
bei Vernachlässigung von Q, um nahe 180° verschieden ist. 

Ganz ebenso würde man bei einem Wertpaar g^ und g^ , welches 
von gTj und g^ um rund 90° vorwärts gewählt wird, finden: 

^(y^— K) = X<^o8(g, — g,) = — xco8(gf, — gJ... 
Setzt man x cos gv = ^v X sin g^ = yt,, so hat man beispielsweise : 

i(^i— V^) = a;^cosg, +y^smg,... 
i(F, — FJ=««cos^, +y^8mg^... 
oder, wenn man schließlich einträgt g^^=g^ 4-90°..., 
iCr^— rj = — ^^sin^r^ +i/vCosg,.,. 
und hieraus: 

^. = ^[(V.-V^)<^oBg,^(V,-V,)smg,l.. 
y. = i[(iV^-V,)smg,+(V,-VJcosg,l.. 

tang g^ — ^ X = ^t> sec g^ = y^ cosec g^ . 
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Diese Unterschiede der V in den verschiedenen Quadranten, 
von ffj^ bei Lage I (= G^ + ^G) anfangend, werden aber einfach 
an der Querlibelle und zwar an der Stellung der Mitte ihrer soge- 
nannten „Luftblase" in der Einteilung der oberen Fläche der Glas- 
röhre abgelesen, wobei die positive Richtung der Ablesung entgegen- 
gesetzt der positiven Richtung der Zählung von V genommen wird, 
nämlich von K aus auf die Libelle blickend nach rechts hin. 

Der Winkelwert eines Libellenintervalles kann aber hier einfach 
mittels der Mikrometereinstellungen für ein Objekt von fester Zenit- 
distanz ermittelt werden, oder auch bloß mittels der Kreisablesungen S, 
indem man die Drehungsphase der mit der Querlibelle in einer 
geeigneten Ablesungsstellung durch Klemmung zu verbindenden 
Horizontalachse K um bestimmte am Mikrometer oder am Kreise 
abzulesende Winkelgrößen JFverändert und die dadurch verursachten 
Änderungen der Blasenstellung an der Libelle abliest. 

Hat man keine solche mit der Horizontalachse zu verbindende Näheres zur 
Querlibelle, so kann eine andere Art der Libelleneinrichtung zur ^^^^ndung 
direkten Bestimmung der Lage der Vertikalachse J gegen die Lot- der LibeUe. 
richtung, nach den beiden Komponenten a?» und y^, dienen, nämlich 
eine Libelle, welche mit der Vertikalachse derartig fest verbunden 
werden kann, daß z. B. bei einer Anfangsphase g^ in Lage I der 
Drehung des Instrumentes um diese Achse die Blase sich nahezu 
in der Mitte der Ablesungsskale einstellt. Es ist für die Anwendung 
dieser Ablesungen und für die Geltung der obigen Formeln zweck- 
mäßig, daß die Hauptkrümmungsebene dieser Libelle auch recht- 
winklig zur Horizontalachse ist, also übereinstimmend mit der Lage 
einer Querlibelle. Die Erfüllung dieser Bedingung wird hinreichend 
dadurch kontrolliert, daß man vor Beginn der Benutzung einige Male 
die Neigung der Horizontalachse durch die betreffenden Einrichtungen 
hebt und wieder senkt, wobei dann die Blase der Libelle keine 
merkliche Ortsveränderung zeigen darf. Sei nun die Anfangsablesung 
der Libelle (wieder positiv nach rechts gezählt, wenn man von K 
aus darauf hinblickt) in der Drehungsphase jr, der Vertikalachse 
(bei Festhaltung der Lage I) l^ , sodann bei den Drehungsphasen 
9i + 90°, g^ 4- 180^ g, + 270° der Reihe nach mit l^, A,, l^, so 
hat man, entsprechend den obigen Gleichungen für die Querlibelle: 

i(K — ^,) = ZC0S(jr^ — ^r^)... 

i(K — K) = x cos (ff^ — 5^3) . . . 
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USW. bis zu den ganz entsprechenden Gleichungen für x^ und y„ 
(Seite 114), in denen man nur die obigen X einzutragen hat. 

Diese letztere Einrichtung bildet nun auch den Übergang zu 
einer vollständigeren Verwertung der Libellen. Man kann nämlich 
auch durch Verbindung einer Libelle mit der Lagerung der Horizontal- 
achse K in den verschiedensten Drehungsphasen dieser Achse, sowie 
in den verschiedensten Drehungsphasen g der. Vertikalachse die 
oben eingeführten Komponenten JJ^ ermitteln, schließlich aber auch 
durch Umsetzung der Libelle auf den Zapfen der Horizontalachse 
die jeweilige Zenitdistanz von K (= 90° — %) direkt bestimmen, von 
welchem Messungsergebnis wir oben bereits bei den Maierschen 
Formeln des Meridianinstrumentes Gebrauch gemacht haben. Und 
aus solchen Messungen ergeben sich nicht nur die Komponenten 
von X, sondern auch Bestimmungen von n. 

Wir müssen aber hierzu eine kurze Darlegung des Wesens und 
der sphärischen Theorie der Libelle einfügen. Eine Libelle ist 
also ein zylindrisches Glasgefäß, dessen innere Wandungen durch 
Ausschleifen an den maßgebenden Stellen eine Flächengestaltung 
erhalten haben, die man nahezu durch die Rotation eines Kreis- 
bogens von sehr großem Radius um eine Achse darstellen kann, 
welche parallel der Sehne des Bogens ist und sich in einem Ab- 
stände von einigen Millimetern (bei den kleineren Libellen) bis zu 
wenigen Zentimetern (bei den größeren Libellen) von der Sehne 
befindet, also ein an den bezüglichen Stellen der inneren Wandungen 
tonnenähnliches Gebilde, welches für den bloßen Anblick nahezu 
einer geraden kreisförmigen Zylinderröhre gleicht. Diese Röhre ist 
mit einer leicht verdampfenden, nach sonstigen Eigenschaften für 
die intakte Erhaltung der inneren Flächengestaltung und auch im 
Punkte der Kapillaritätswirkungen möglichst günstigen Flüssigkeit 
(Spiritus, Äther) angefiillt bis auf einen kleinen Raumteil, welcher 
sich dadurch ergibt, daß die Flüssigkeit in erwärmtem Zustande in 
die Röhre eingefüllt und daß alsdann bei vollständiger Füllung die 
Röhre vollkommen dicht geschlossen wird, so daß dann bei der 
gewöhnlichen Temperatur die auf einen kleineren Raumgehalt sich 
zusammenziehende Flüssigkeit eine „Blase" freiläßt, die sich mit 
ihrem Verdampfungsprodukt erfüllt. Bei der einfachsten Gestalt 
einer Libelle, der Kugellibelle, nämlich einer auch in obiger Weise 
zu füllenden gläsernen Hohlkugel, hat die Blase die Gestalt einer 
Kugelkappe, und der Scheitel dieser Kugelkappe sucht stets diejenige. 
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nämlich die höchste, Stelle der Kugelfläche einzunehmen, an welcher 
die letztere von dem nach dem Zenit gerichteten Kugelradius ge- 
troffen wird. Dieser Mittelpunkt der Blase ist so in gewissem Sinne 
der sphärische Ort der Lotrichtung. Segmente von solchen Kugel- 
libellen werden bekanntlich in Gestalt von sogenannten Bosenlibellen 
dazu benutzt, um Ebenen, die durch drei Fußpunkte der Fassung 
gehen oder mit der ebenen äußeren Bodenfläche der Dosenlibelle 
zusammenfallen, parallel der Niveaufläche einzustellen, wobei der 
zugehörige Scheitelpunkt des Kugelsegments, mit welchem dann 
die Mitte der Blase zusammenfallen muß, auf der Kugelfläche 
markiert ist. 

Die zylindrische Tonnenlibelle ist gewissermaßen eine spezielle 
Deformation der Kugellibelle. Sie hat in zwei zueinander recht- 
winkligen Richtungen Krümmungsradien von verschiedener Länge 
und Krümmungsmittelpunkte von verschiedener Lage. In denjenigen 
Krümmungsebenen, welche rechtwinklig zu den Ebenen der Quer- 
schnitte der Röhre liegen, ist der Krümmungsradius sehr groß, 
dagegen in den Krümmungsebenen, welche, mit Querschnitten zu- 
sammenfallend, rechtwinklig zu der Achse sind, dem Radius der nahe 
kreisförmigen Querschnitte der Röhre entsprechend. Die Blase hat 
demgemäß bei einer solchen Röhrenlibelle nicht die Gestalt einer 
Kugelkappe, sondern eine länglichrunde Gestalt, deren längste Er- 
streckung parallel zu der Achse der Röhre ist. Durch die Kapillaiitäts- 
wirkungen wird der Unterschied zwischen der Längen- und der 
Breitendimension der Blase derartig gemildert, daß diese bei einer 
Einschränkung auf einen sehr kleinen Raumgehalt wieder nahezu 
kreisförmig begrenzt, aber auch bei größeren Dimensionen an den 
Enden kreisförmig gerundet ist. Der Ort ihrer Mitte läßt sich in 
der Einteilung, die parallel der Achse auf der Glasfläche der 
Röhre angebracht wird, durch die Ablesung der jeweiligen Lage der 
beiden etwas abgerundeten Blasenenden als Mittelwert aus diesen 
beiden Ablesungen bestimmen. Entsprechend dem oben in betreff' 
der Kugellibelle gesagten, sucht die Blasenmitte in der Einteilung, 
in deren Richtung die Blase sich parallel der Röhrenachse bewegt, 
auch stets den höchsten Punkt der inneren gekrümmten Fläche 
einzunehmen, nämlich denjenigen Punkt, in welchem die durch den 
Mittelpunkt des bezüglichen Kreisbogens gelegte Lotrichtung die 
Einteilung trifft. Auch in der Richtung der die Querschnitte der 
Röhre begrenzenden Kreisbogen von kleinem Radius sucht die 
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Blasenmitte stets den höchsten Punkt einzunehmen. Wegen der 
in dieser Richtung sehr kleinen Länge des Krümmungsradius ver- 
ursachen aber Winkelbewegungen oder Neigungsänderungen der 
Libelle in dieser Richtung nur ganz minimale Ortsveränderungen 
der Blase, jÄirallel den Teilstrichen, da für eine Neigungsänderung 
um einen Grad die betreffende Ortsveränderung der Blase -jV der 
Länge des Krümmungsradius beträgt, also bei einer Länge desselben 
von 10 Millimetern erst in der Nähe der gewöhnlichen Wahr- 
nehmbarkeitsgrenze ist. Dagegen erfährt der Ort der Blasenmitte 
in der Richtung der Achse, also der Einteilung, gemäß den in 
dieser Richtung stattfindenden sehr flachen Krümmungen und ent- 
sprechend großen Krümmungsradien schon bei sehr kleinen, in dieser 
Richtung stattfindenden Neigungsänderungen sehr große Ver- 
änderungen. Bei einer Libelle, bei welcher die Blasenmitte ihre 
Lage in der Einteilung um 1 Millimeter ändert, sobald die Neigung 
der Achse der Libelle gegen die Lotrichtung eine Änderung von 
einer Sekunde erfährt, beträgt die Länge des Krümmungsradius 
206,... Meter. Natürlich können Krümmungen solcher Art nur durch 
feinste Handarbeit mit unablässig begleitender Beobachtung und 
Messung hergestellt werden, wie denn überhaupt das ganze Wesen 
der inneren Flächengestaltung einer solchen Libelle an denjenigen 
Flächenstücken, an denen sich die Blase bei den Ablesungen entlang 
bewegt und einstellt, durch die Vergleichung mit einer Tonnenfläche 
nur ganz näherungsweise dargestellt wird. Das ganze Flächengebilde 
ist theoretisch kaum ganz erschöpfend zu behandeln, zumal bei 
stark veränderlichen Dimensionen der Blase, wie sie durch 
Temperaturänderungen bedingt werden, während andererseits die 
Erhaltung einer bestimmten Blasenlänge, mit Hilfe der sogenannten 
Reservoirs, auch nicht ganz ohne Bedenken, im Punkte der Konstanz 
der Krümmungsverhältnisse, ist. Es bedarf daher sehr sorgfältiger 
erfahrungsmäßiger Prüfungen der Beziehungen zwischen den Orts- 
veränderungen der Blase und den Lagenänderungen der Libellen 
gegen die Lotrichtung und zwar bei verschiedenen Dimensionen der 
Blase. Diese Prüfungen geschehen mit besonderen Mikrometer- 
apparaten und auch mit Hilfe eingeteilter Kreise, und ihre Resul- 
tate ermöglichen es dann, die Libellen bei ihrer Anwendung als 
einfache Kreisbogen von sehr großem Radius, also sehr beträcht- 
licher Lineargröße der zu sehr kleinen Winkelgrößen gehörenden 
Bogen, sozusagen differential anzuwenden, wobei alle hier in Frage 
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kommenden kleinen Neigungen der Lotrichtung rechtwinklig zur 
Ebene des Kreisbogens vernachlässigt werden können. 

Die oben schon näher behandelte, mit der Vertikalachse ver- DieLibeUen- 
bundene Libelle kann hiernach als ein solcher Kreisbogen mit *ai?Ein-^ 
linearer Einteilung betrachtet werden, in welcher die Blasenmitte ^^^^^^^^p***"- 
stets den Zenitpunkt angibt, nämlich den Punkt, in welchem die 
Libelleneinteilung von dem der Projektion der Lotrichtung auf die 
Ebene des Kreisbogens parallelen Radius des letzteren getroflfen 
wird. An der Hand dieser ganz im Sinne der Sphärik vereinfachten 
Auffassung können jetzt zwei Ablesungen der Libelle in zwei ein- 
ander entgegengesetzten Drehungsphasen der Yertikalachse ganz so 
behandelt werden, wie oben (Seite 35) ein sogenanntes Einstellungs- 
paar der Visierachse auf ein festes Objekt, wodurch man die 
Drehungsphase Ä,- der Achse K und den Bogenabstand zwischen 
der Kreisablesung für die Polpunktseinstellung Si und der Kreis- 
ablesung S für das Objekt ableitet. 

Dem festen Objekt entspricht hier im Räume und in dem 
instrumentalen Koordinatensystem die Lotrichtung und zwar die Pro- 
jektion derselben auf die Ebene des Kreisbogens der Libelle, dar- 
gestellt durch die Lage der Blasenmitte in der Einteilung der Libelle. 
Nach unserer obigen ersten Darlegung über die Anbringung der Libelle 
an der Vertikalachse soll die Hauptkrümmungsebene oder, kurz ge- 
sagt, die Libellenebene rechtwinklig zur Achse Ä, also parallel der 
Ebene des Vertikalkreises sein, an welchem bei dem vorerwähnten Ein- 
stellungspaar des festen Objektes die Ablesungen S erfolgen. Wir 
haben also nur noch über die Zählungsrichtung auf dem Libellen- 
kreisbogen Bestimmung zu treffen, um jene Formeln analog an- 
wenden zu können. Ganz entsprechend den vorangegangenen An- 
nahmen möge in der Libellenskale die positive Richtung nach rechts, 
für den vom Pole K auf die Libelle blickenden, angenommen 
werden, und es werde nun in der Drehungsphase g^ der Vertikal- 
achse bei der Lage I des Instrumentes, also wenn g[ nahezu gleich 
g^ — 90*^... ist, der Ort der Blasenmitte in der Libellenskale, wie 
oben (Seite 1 15), beobachtet gleich ij. Sodann werde um die Vertikal- 
achse gedreht bis g^ + 180^ (Lage I) also g'l' =g^ — 90° + 180° 
und nun der Ort der Blasenmitte in der Libellenskale bei \ ge- 
funden, dann ist A» = ^ (A^ -|- A3) sozusagen der instrumentale Pol- 
punkt in dem Kreisbogen der Libelle (entsprechend dem früher be- 
stimmten instrumentalen Polpunkt S,- der Kreisablesungen S) und 
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es ist femer A^ — A»- oder A,- — A, oder i (Aj — A,) der Winkel- 
abstand zwischen dem instrumentalen Polpunkt der Libelleneinteilung 
und der Projektion des Zenitpunktes auf die Ebene dieser Einteilung 
(wobei die Querschnittebenen der Striche der Einteilung als hin- 
reichend nahe rechtwinklig zu der Einteilungsebene angenommen 
werden dürfen). Der Abstand Aj — A,- entspricht also an der Sphäre 
dem Abstände ZJ, (siehe Fig. 13) oder der Länge des sphärischen 
Perpendikels von Z auf JK^ , welche Länge bei der Kleinheit von x 
als äquivalent mit dem Abstände zwischen Jund der Projektion von Z 
auf einen durch J rechtwinklig zu JK^ gelegten größten Kreisbogen 
angenommen werden darf. Es ist aber nach den obigen Darlegungen 
(Seite 112 und Fig. 13) 

ZJ, = x sin K,JZ 

und K,JZ=180'—(si, — gk^)>,, 

also ZJ, = xsm(gt,—gki) 

oder mit Eintragung von g,,^=g^ — (90° +Q)--- in Lage I und 
Weglassung von Q 

A,— Af = ZJ, = xcos(^^ — ^J... 

In der entgegengesetzten Phase der Drehung der Vertikalachse 
und der mit ihr verbundenen Libelle, also bei 

g,, =g, + 180^'- (90° + Q) = g, + 90°... 

hat man nach Fig. 13 

ZJ, = x sin K^JZ 
und K^JZ = gk^—g^ 

also ZJ, = X sin {gk^ — 9v) 

somit Ai — A3 = X cos (g^ — gj. 

Die Verwertung der entsprechenden Beobachtung von Aj und A^ 

zu einer Kontrollbestimmung von A» = ^ (A3 + A^), verbindet sich 

dann nach dem obigen Schema mit A, und A, (Seite 114 und 

Seite 115) auch zu der Bestimmung von x nnd gt,. 

Bestimmung Allgemein hätte man dann aus der Ablesung einer nach den 

^stanz^it vorstehenden Angaben angebrachten und abgelesenen Libelle, deren 

Hilfe der Ablesung bei Lage I allgemein, ohne unteren Index, bezeichnet 

werden möge mit A' und bei Lage II mit A" und zwar stets vom 

Pole K aus blickend nach rechts positiv, während g allgemein die 
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betreffende Koordinate des in den beiden Lagen eingestellten Objektes 
ist, nach Seite 110 für die Bestimmung der Zenitdistanzen a: 

a = s + x cos (£f^ — g) 
also in Lage I a = ±:(S' — Si) + l' — li 

und in Lage II er = ± (S,- — S") + h — r. 

Ebenso, wie dann das Mittel aus den beiden Bestimmungen 
von a zur Elimination von S» dient, wird auch A,- aus diesem Mittel 
eliminiert. 

Bei den Kreisablesungen hängt die Wahl des Zeichens von der 
Zählungsrichtung in der Kreiseinteilung ab, für welche kein be- 
stimmter Usus besteht; bei der Zählung in dem Libellenkreisbogen 
gelten die obigen Festsetzungen. Das obere Zeichen bei den Kreis- 
ablesungen gilt, wenn in Lage I bei einem in der Richtung der 
ührzeigerbewegung, von K aus gesehen, erfolgenden Übergang vom 
Pole J nach dem Objekte hin die Kreisablesung wächst. 

Man kann nun auch schreiben, wenn man, einem auch oben 
beim Äquatorialsystem vorausgesetzten Brauche folgend, Si zu einem 
möglichst kleinen Winkelausdruck macht und — Si = /iS setzt: 

inLagel (j = ±[S' +z/S±(i' — A,)]... 
in Lage II a=^zp[S" + JS±(r — Xi)],,, 

Darf man die Konstanz von JS und von A,-, nämlich die 
Konstanz der Kreisablesungseinrichtungen, sowie der W^erte x und g^ 
und auch der Verbindung der Libelle mit der Vertikalachse J 
während einer Beobachtungsreihe, in welcher die Objekte in beiden 
Lagen beobachtet werden, mit hinreichender Sicherheit annehmen, 
so kann man auch Si oder JS mit Xi verbinden und z. B., wenn 
man zugleich berücksichtigt, daß auch ein und dasselbe Himmels- 
objekt seine Zenitdistanz a in der Zwischenzeit zwischen den Be- 
obachtungen in den beiden Lagen ändert, schreiben: 

Lage I a' = dL (S'dz l') zp (S,- ± A,) 
Lage II cj" = -^ aS" ± r) ± (S, ± A,). 

Bei gewissen Einrichtungen von Horizontalinstrumenten, ins- 
besondere den kleineren, wird die nahe rechtwinklig zur Horizontal- 
achse K angebrachte, nach obiger Annahme mit der Vertikalachse 
zu verbindende Libelle nicht unmittelbar mit letzterer Achse in 
Verbindung gebracht, sondern zunächst mit denjenigen Mikroskopen- 
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oder Nonien-Trägern, welche zur Ablesung des Vertikalkreises dienen 
und selber zu der Vertikalachse und zur Ebene des Vertikalkreises 
möglichst unveränderliche, und auch von dessen Drehung um die 
Achse K möglichst unabhängige, Lage haben müssen. In den meisten 
Fällen werden dann die Mikroskopträger oder die Nonienkreise aul 
die Horizontalachse selber mit kreisförmigen Ringen lose aufgesteckt 
und dann an der Mitbewegung mit der Drehung dieser Achse durch 
feste Anschläge mit federnden Gegenwirkungen und Einstellungs- 
schrauben möglichst gehindert. In diesen Fällen dient unsere Libelle 
zugleich als Sicherheitslibelle gegen kleine Mitbewegungen der Mikro- 
skopenträger usw. mit der Drehung der Horizontalachse, und die An- 
wendung der Libelle besteht dann darin, daß man sie mit Hilfe 
kleiner Drehungsbewegungen, welche man ihr gemeinsam mit dem 
Mikroskopenträger usw. um die Horizontalachse erteilt, stets so 
einzustellen sucht, daß die Blasenmitte unmittelbar vor jeder Ab- 
lesung S des Vertikalkreises möglichst genau an einer und derselben 
Stelle der Libellenskale einspielt. Da jede Winkelbewegung .der 
Blasenmitte an dem Kreisbogen der Libelle mit der gleichzeitigen 
sehr kleinen Winkelbewegung der Mikroskopeinstellung in der Kreis- 
ablesung auf Grund der vorerwähnten gemeinsamen Drehungs- 
einrichtung um die Achse K übereinstimmen muß, so wäre der 
Verlauf der Zenitdistanzmessung in den beiden Lagen jetzt etwa der 
folgende. Nach der Anfangseinstellung eines Objekts in der einen 
Lage, bei welcher man am Kreise S' und an der Libelle iJ abgelesen 
habe, macht man die Einstellung des Objektes in der andern Lage 
und findet die Kreisablesung S" und die Libellenablesung V\ 

Wenn man jetzt durch die erwähnte Einstellschraube Mikroskop- 
träger und Libelle um die Achse K so dreht, daß die Blasenmitte 
der Libelle wieder bei der vorangegangenen Ablesung }J einspielt, 
so hat sich gleichzeitig die Kreisablesung S" um ± {V — V) 
geändert. 

Die Unterscheidung zwischen den beiden Zeichen wird nach 
den vorangegangenen Festsetzungen und angesichts der Kreisablesung 
nicht zweifelhaft sein. Man hat dann unmittelbar in der jetzt ver- 
änderten Ablesung S" dt (i' — i") die richtige von dem Einflüsse 
der fehlerhaften Lage von J zu Z, sowie von etwaigen kleinen Mit- 
bewegungen der Mikroskope mit der Drehung der Horizontalachse 
befreite Ablesung und man hat also je nach der Zählungsrichtung 
der Kreisablesung: 
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Lage I 
a' =S' + JS oder = 360^ — (S' + JS) 

Lage n 
a" = 360^— [S"±(r — r) + JS] oder =^ S" ±{X'—X") + JS. 

Diese Anwendungsart der Libelle wird dann am besten so 
geordnet, daß man die Blasenmitte durch gemeinsame Drehung der 
Libelle mit dem Mikroskopenträger um die Achse jfiT vor jeder Kreis- 
ablesung S stets nahezu an einer und derselben Stelle ihrer Skale zum 
Einspielen bringt und kleine UnvoUkommenheiten dieser Einstellung 
schließlich noch rechnerisch als kleine numerische Verbesserungen 
der Kreisablesung anbringt; also wenn z. B. die Libelle zum vollen 
Einspielen an einer und derselben Stelle (etwa der Nullstellung) 
noch eine letzte kleine Winkelbewegung von einer Sekunde brauchte, 
dies nicht mit der Einstellschraube vollendet, sondern zu der Kreis- 
ablesung in derjenigen Richtung hinzurechnet, in welcher die be- 
zügliche Libellenbewegung noch die Kreisablesung verändert haben 
würde. 

Wir haben jetzt die Bestimmungen der Koordinaten y, welche Bestimmung 
die Azimute liefern, sowie die hierbei wesentlichen Anwendungen ^^mUHüfe^^ 
einer sogenannten Achsenlibelle, welche auf die Achse K aufgesetzt ^®' Libeiie. 
wird, zu erörtern. Da diese Achse auch mit der Vertikalachse J in 
fester Verbindung ist und um diese bewegt wird, so ist eigentlich die 
Achsenlibelle, deren Kreisbogenebene parallel mit der Achse K 
ist, mutatis mutandis, im Prinzip nichts anderes als die vorher be- 
schriebene Libelle, welche rechtwinklig zur Achse K mit der 
Vertikalachse verbunden wird. Der Ort der Blasenmitte in der Kreis- 
bogeneinteilung der Achsenlibelle ist der sphärische Ort desjenigen 
Radius dieses Kreisbogens, welcher parallel zu der Projektion der Lot- 
richtung auf die Ebene des größten Kreises KJ ist, in welcher letzteren 
der Kreisbogen der Libelleneinteilung nach allen obigen Darlegungen 
als eingestellt gelten darf, sobald mäßige Drehungen der Libelle um 
die Mittellinie der die Libelle tragenden Drehzapfen der Achse K 
zwar kleine Bewegungen der Blasenmitte parallel den Teilstrichen 
der Skale, aber keine Ortsveränderungen der Blase in der Richtung 
der Skale hervorbringen. 

Wenn dann hier hypothetisch der sphärische Ort desjenigen 
Radius des Libellenkreisbogens, welcher parallel der Vertikalachse J 
ist, in der Einteilung der Skale mit k und der jeweilige Ort der 



Digitized by 



Google 



124 m* I^ie sphärischen Koordinatenmessungen. 

Blasenmitte durch die Ablesung / bezeichnet wird und zwar positiv 
gezählt nach dem sogenannten Kreisende K der Horizontalachse hin, 
so sieht man leicht mit Hilfe der Fig. 13 und der sonstigen Dar- 
legungen auf Seite 112 ff., daß bei derjenigen Drehungsphase der 
Achse J, welche wir oben mit gk^ bezeichnet haben, und bei welcher 
wir jetzt entsprechend die Ablesung der Blasenmitte mit l^ be- 
zeichnen wollen: 

/, — ?•• = — XCOsC^r^ — ö'ij... 

Ebenso hätten wir in der entgegengesetzten Drehungsphase der 
Achse J, welche oben mit gjt^ bezeichnet wurde: 

h — ^3 = 4- xcos (ffkz — 9v)'" 

Ganz entsprechend würden wir ein zweites Einstellungspaar, 
nahezu rechtwinklig zu dem vorstehenden, haben: 

h — ^i= — X cos (ffv — 9ki)"' 

und li — l^ = ^ycos(gk^—ffv)'" 

Jetzt können wir, wie auf Seite 114, zur Verbindung der 
einzelnen gk unter Festhaltung der Lage I der Visierachse einführen : 

also wenn: 

g,=g, + 90^ g,=g,+ 180^ g, = g, + 270» 
ii —U = X sinC^r,— g,) U — l^ = — x sin (gf>—ffz) = X ^^T^Cffv—ffi) 
h—h = X^i<9v—92) U—h = — X sin {g^-g^ = xsm(g,—g,) 
Hiernach analog, wie oben bei der rechtwinklig zur Achse K 
angebrachten Libelle, 

i (k —h) = X sin (g„ — gj und i {^ — h) = X sin (gv — g^)- 
Durch diese Gleichungen aber, mit der Relation g^ =gi + 90® 
wird a„ und y„ analog wie oben auf Seite 114 bestimmt 

i (h — hX= Vr cos g, — a:„ sin g, 
i (h — ^4) = — I/f> sin gi — a^ cos g,. 
Nachdem hieraus schließlich auch mit Anwendung der Achsen- 
libelle Werte von x nnd g^, ermittelt sind, und nachdem entsprechend 
der Besonderheit der Einrichtung und der Leistungsfähigkeit der 
beiden Libellen, zugleich nach den Prinzipien der Fehlertheorie, aus 
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allen diesen Bestimmungen definitivere Werte von;|f und^r^, wenigstens 
bei vollkommeneren Instrumenten von größerer Beständigkeit, ge- 
funden worden sind, hat man mit Eintragung der bezüglichen Werte 
nunmehr nach Seite 110: 

Lage I 
y = G' + JG — X sin 9v tang dg -{- n cotg s 

+ Cc cosec 5 -f X sin (g^ — g) cotg cj. . . 
Lage II 
y = G" — 180" + ^G — X siu ffv tang dz — n cotg« 

— Cc cosec 8 + x^^^Cffv — ff) cotg a... 

Hier kann man nun in Betracht der obigen Erörterungen über 
die Kleinheit von x^ ^ und Q und in Betracht der Möglichkeit, 
die unmittelbare Nähe der Pole J und Z bei diesen Messungen gänz- 
lich zu vermeiden, in den Koeffizienten der n und Cc eintragen 
a für 8 und JG — x sin ff^ tang dg unter der Bezeichnung Jff zusammen- 
ziehen, sowie weiterhin in den Koeffizienten von x für ff eintragen 
G' + ^ff (Lage I) und G" — 180' + ^ff (Lage II). Man hat dann 
zunächst noch: 

Lage I 
Y=G'+ ^ff+[n + xsiii {fft, — ff)'\ cotg er + Cc cosec er... 

Lage II 
Y=G^' — 180^ + Jff — [n — X sin (ffv — ff)] cotg o — Cc cosec j... 

Das Aggregat w ± % sin (^^ — ff) kann man nun aber sofort mit 
der Achsenlibelle bestimmen, wenn man dieselbe auf den Zapfen 
der Horizontalachse K umsetzt, auf denen sie mit ihren Füßen in 
derselben Weise aufgesetzt wird, wie die zylindrischen Zapfen der 
Achse in dem Winkel der nahezu ebenen Lagerflächen berührend 
aufliegen und sich drehen lassen. 

Eine Umsetzung der Achsenlibelle auf den Zapfen der Horizontal- 
achse K ist nämlich, wie man leicht sieht, in sphärischem Sinne 
nichts anderes als eine Drehung um 180®, welche man dem Kreis- 
bogen der Libelle um die Normale zur Achse K erteilt. Der sphä- 
rische Ort dieser Normale, den wir mit Jk bezeichnen wollen, wird 
in dem größten Kreise KJ durch Auftragung der Distanz KJk = 90^ 
gefunden, und es ist dann mit Rücksicht auf KJ == 90^ — w, der 
Abstand JkJ = n und der Abstand zwischen Jk und der Projektion J, 
der Lotrichtung auf den größten Kreis KJ nichts anders als n + JJ^^ 
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wenn man den Abstand von J bis J«, ebenso wie von Jk bis J positiv 
in der Richtung nach Ä'hin rechnet. Nun ist aber nach Seite 113 

JJm = — X cos (Sfv — Sfk)^^^ 
Man hat also, da mit Weglassung von Q in Lage I gk=g — 90^ 
und in Lage II ^^t = ^ + 90*^, 

in Lage I n + JJg = n + x^^^(9f> — 9)"- 
in Lage II w + JJz = ^ — X sin (^„ — g).,. 

Wir haben früher schon die Zenitdistanz KZ mit 90** — i be- 
zeichnet. Da nun bei den kleinen Werten von x ^^^ ^ ^i^ 
Distanz KZ von der Distanz KJ» = 90^ — (n + «/./,) nicht merklich 
verschieden ist, so hat man auch: 

z = n + J*fz 
und somit schließlich, wenn man den bei Lage I gemessenen Wert 
von ^ mit ?•', den bei Lage 11 gemessenen mit i" bezeichnet: 

Lage I Y= G-' + ^9 + ^' cotg o + Cc cosec er... 

Lage II y = G" — 180^ + ^9 — i" cotg a — Cc cosec a. . . 

In betreff der Bestimmung der Werte i aus den Skalenablesungen 
bei der Umsetzung der Achsenlibelle auf der Achse K ist nun aber 
Folgendes festzusetzen, in Abweichung von den vorangehenden 
Bestimmungen, bei denen die Ablesungen in den beiden einander 
entgegengesetzten Drehungsphasen der Libellen um die Vertikalachse J 
immer nach einer und derselben, zu der Richtung nach K hin 
unverändert bleibenden, Seite der Libellenskale positiv gerechnet 
werden, während hier in den beiden Phasen die unverändert bleibende 
Richtung nach Jfhin, aber nicht mehr eine und dieselbe Richtung 
in der Skale positiv genommen wird. 

Diejenige hypothetische Stelle der Libellenskale, an welcher 
dieselbe von dem rechtwinklig zu der Achse K gerichteten Radius 
des Libellenkreisbogens getroffen wird, möge in der einen Phase der 
Drehung der Libelle um die Parallele zu diesem Radius mit /]^, dagegen 
in der andern Phase, also nach der Umsetzung der Libelle, mit /" 
bezeichnet werden, dann ist zunächst l^ = — Z[', weil durch die 
Umsetzung der Libelle, also ihre Drehung um die Parallele zu jenem 
Radius, jeder andere Radius des Libellenkreisbogens, z. B. auch der 
Radius des Nullpunktes der Skale, in eine symmetrisch entgegen- 
gesetzte Lage zu dem der Drehungsachse der Libelle parallelen 
Radius gelangt, also der Ort dieses letzteren in der Skale, wenn 
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er z. B. vorher von dem willkürlichen Nullpunkt der Skale aus 
nach K hin lag, jetzt um einen ebenso großen Abstand auf der 
K entgegengesetzten Seite vom Nullpunkte aus erscheinen muß. 

Nennt man die Ablesung für die Blasenmitte in der ersten 
Phase V und nach der Umsetzung in der zweiten Phase V\ beide 
Male von dem an sich willkürlichen Nullpunkt der Libellenskale 
aus positiv in der Richtung nach K hin genommen, so hat man 

in der ersten Phase n -\- JJ^ = i=iV — l[ 
„ „ zweiten „ n + JJ^ = t = l" — r^'^ 

also, da nach der obigen Relation l[^= — l'^^ ist, 

i = i(V + l^') und Z; = ^(Z' — r') 

oder auch r^ = i(l" — l'). 

Wenn man auf solche Weise in der Lage I die Zenitdistanz 
der Horizontalachse jfiT, also KZ = KJ».,. = 90^ — ^' bestimmt hat, 
wo also ^' die Erhebung oder den Neigungswinkel des Ä-Endes 
dieser Achse gegen die Horizontalebene darstellt, und wenn dann 
in der entgegengesetzten Lage der Achse jfiT, also, bei unverändertem g 
in der Lage H, für den Neigungswinkel der Achse K der Wert i" 
gefunden wird, so hat man nach dem Obigen 

i' =w + x8inOt, — ö') 
i" = n — xsin(g^ — g). 

Falls man dann annehmen darf, daß zwischen diesen beiden 
Messungen nicht bloß n (die Ergänzung des Winkels zwischen der 
Achse J und der Achse K zu 90°), sondern auch x ^^^ ffv unver- 
ändert geblieben sind, so hat man: 

und zugleich auch eine Bedingungsgleichung für x ^^^ 9v' 

Xsm(c/, — ff) = i(i'—t")... 

Wir übergehen hier die spezielleren Untersuchungen, welche 
bei der Bestimmung von i mit der Libelle durch die vorkommenden 
minimalen Ungleichheiten der Radien der beiden Drehzapfen der 
Achse jfiT, auf denen die Libelle aufgesetzt wird, erforderlich werden, 
sowie überhaupt den Einfluß der minimalen UnvoUkommenheiten der 
Zapfengestalten, welche letzteren doch in der Regel in großer Vollendung 
von den Künstlern hergestellt werden. Dies sind Untersuchungen 



Digitized by 



Google 



128 ni. Die sphärischen Koordinatenmessungen. 

von ähnlicher Art, wie diejenigen der Durchbiegungen, welche wir 
ebenfalls für diesen ersten Abschnitt der sphärischen Messungslehre 
abgelehnt haben. 

Außer der Libelle haben wir noch Messungsmittel für i in den 
optischen Reflexionsbeobachtungen, mit denen wir den Winkel der 
Visierachse mit dem Einfallslot spiegelnder Niveauflächen bestimmen 
können. Wir haben diese Art von Messungen oben Seite 99 bei 
der Bestimmung des Zenitpunktes der Kreisablesungen des Meridian- 
durchgangsinstrumentes, sowie auf Seite 110 als ein Mittel zur Be- 
stimmung der Lage der Achse J gegen die Lotrichtung erörtert. 
Hier ist der Ort, noch darauf hinzuweisen, daß nicht nur die Drehungs- 
phase 180° + St der Visierachse um K durch solche Reflexions- 
beobachtungen festgestellt werden kann, sondern daß man in dieser 
Drehungsphase auch den Winkel der Visierachse mit der Lotrichtung, 
nach der in den größten Kreis KJ fallenden Bogenkomponente JzSi 
durch Reflexionsbeobachtungen jener Art ermitteln kann. Man sieht 
leicht nacih allem Vorhergehenden, da £">§,== 90° + Cc und 
KJg = 90° — i ist, daß der Winkel der Visierachse mit der Lot- 
richtung durch den Bogen Jßi = KSi — Ä7, = €0 + 1 dargestellt 
wird. Falls man diese Winkelgröße durch Reflexionsbeobachtung 
mißt, hat man, wenn für i der durch Libellenablesung gefundene 
Wert angenommen wird, ein Messungsergebnis für 6c. Für letzteren 
Wert kann man aber durch vielerlei andere instrumentale Ver- 
anstaltungen, u. a. auch durch Vergleichungen aller möglichen 
Messungsergebnisse in den beiden Lagen des Instrumentes, Be- 
stimmungen erhalten. Wichtiger ist es durch Reflexionsbeobachtungen 
mit Elimination von Q oder Eintragung anderweitiger Bestimmungen 
von Cc Kontrollen für i und für seine Abhängigkeit von den 
Dimensionen und Formen der Zapfen zu erhalten. Kann man die 
Achse bei sonstiger unveränderlicher Lage des ganzen Instrumentes 
so umlegen, daß K eine genaue Ortsveränderung von 180° an der 
Sphäre erfährt, und wiederholt man dann die Bestimmungen von i 
mit der Libelle und die Bestimmungen von i + Q und i — Q^ 
welche letztere man nach der vorerwähnten Umlegung der Achse K 
erhält, so erlangt man wichtige Kontrollen für alle diese Unter- 
suchungen. 

Wir sind auch sonst durch die vorangehenden Ermittelungen 
schon in der Lage, sozusagen in erster Näherung aus den Ein- 
stellungen und Ablesungen am Horizontalinstrumente nunmehr für 
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die sphärischen Koordinaten im natürlichen Horizontalsystem, nämlich 
für die Azimute 

a = y — 180^ und Ä = a 

die wesentlichsten Grundlagen zu erhalten. 

In den nachstehenden Gleichungen zur Bestimmung von a undj« 
fehlt eigentlich nur noch die jeweilige Kenntnis von Ag. 

Wir haben nach Seite 126 

in Lage I a = y — 180° = G' — 180° + J^r + t' cotg 2+ Cc cosec e... 
in Lage II a = y — 180° = ö" -\-Ag — i^ cotg z — Cc cosec 2... 

ferner nach Seite 121 

inLagel 2 = (7 = ± (S' — 5,) + ^ — ;i.-... 
in Lage II z = a=^±{ß, — S^)\h — i:\,. 

Zur Bestimmung von dg müßte außer der oben bereits nach- 
gewiesenen Ermittelung von — % sin g^ tang d, der wesentliche 
Charakter der Leitlinie ZF dienen, daß nämlich der Leitpunkt P 
durch die Drehungserscheinungen der Sternsphäre bestimmt wird. 
Man wird daher Ag um so unabhängiger von andern Ermittelungen 
finden, je näher die Beobachtungen, in denen man zunächst hypo- 
thetisch oder näheruDgsweise Ag einträgt, sich wiederum dem 
Charakter vonEinstellungspaaren, also hier von binären Kombinationen 
in entgegengesetzten Drehungsphasen der Sphäre, nähern, nämlich 
der Verbindung von Beobachtungen in beiden Kulminationen oder 
in den beiden größten Digressionen eines Zirkumpolarsterns, östlich 
und westlich vom Meridian. Näheres wird sich bei den nach- 
folgenden Anwendungen der Beobachtungen von a und z ergeben. 

Wir sind jetzt jedenfalls in der Lage, wenigstens in Verbindung physikaii- 
mit Ermittelungen solcher Art, Azimute a und Zenitdistanzen 2, undg^^^'j^^^^^^^^^^ 
zwar diese letzteren ganz unabhängig von weitereu Untersuchungen graphische 
der vorerwähnten Art, bestimmen zu können. der Messun- 

Mit Hilfe dieser sphärischen Koordinatenmessungen im Hori- ^f^^^^^^^^®^^^^ 
zontalsystem vermögen wir zunächst Richtungsbestimmungen am der Azimute. 
Beobachtungsort und Ortsbestimmungen in der Umgebung desselben 
auszuführen. Wir können die Richtungen von Kräften, z. B. von 
magnetischen und elektrischen Kräften, und somit auch die Richtungs- 
änderungen derartiger Kräfte in Junktion der Zeit, auf der Grund- 
lage der stetigen Richtung der Schwere und der ebenso stetigen 
Richtung der Achse der scheinbaren täglichen Drehung des Steru- 

Foerster, Astrometrie. 9 
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himmels feststellen, und wir können dann auf Grund der Richtungs- 
ermittlungen auch vollständige relative Ortsbestimmungen in der 
Umgebung des Beobachtungsortes ausfuhreq, sobald wir denRichtungs- 
ermittlungen lineare Abstandsmessungen hinzufügen 

Außerdem aber haben die sphärischen Koordinatenmessungen 
im Horizontalsystem eine entscheidend wichtige Bedeutung bei der 
Bestimmung der Lage des Beobachtungsoiies selber im Räume und 
gegen andere beliebig entfernte Beobachtungsörter. Der Beobachtungs- 
ort auf dier Erdoberfläche wird am Sternhimmel durch den sphärischen 
Ort seiner Lotrichtung vertreten. Die Rektaszension und die Dekli- 
nation des Zenits, a, und Sg, charakterisieren also die jeweilige Lage 
des Beobachtungsortes im Räume, allerdings vollständig erst in Ver- 
bindung mit der Theorie und der Maßbestimmung der Erdgestalt 
und der Gesetze der Lotrichtungen auf dem Erdkörper. Aber auch 
schon bei der Bestimmung der Erdgestalt und dieser Gesetze der 
Lotrichtungen ist es von entscheidender fundamentaler Wichtigkeit, 
für viele Beobachtungsörter auf der Erdoberfläche die sphärischen 
Koordinaten ihrer Lotrichtungen, er, und d,, zu messen und ins- 
besondere von den proportional der Zeit veränderlichen a, der ver- 
schiedenen Beobachtungsörter möglichst viele und darunter auch 

p möglichst genau gleichzeitige Be- 
stimmungen zu erhalten. Die Differenz 
der für einen und denselben Zeitpunkt 
ermittelten er, zweier Beobachtungs- 
örter ist ihre geographische Längen- 
differenz, und die (J, sind ihre geo- 
graphischen Breiten. Die Rektaszen- 
sion of, und die Deklination dg des 
Zenits eines Beobachtungsortes wird 
nun gefunden durch den Anschluß des 
Zenits an die bekannten Rektaszen- 
5 sionen und Deklinationen a und 3 von 

Fiff 14 Gestirnen. Der Übergang aber von dem 

a und d eines Gestirns auf a, und dg 
folgt einfach durch die Messung der Distanz des Sterns vom Zenit 
und durch die Messung des sphärischen Winkels, welchen der, Ge- 
stirn und Zenit verbindende, größte Kreis SZ entweder mit dem 
Polkreise SP des Gestirns oder mit dem Polkreise ZP des Zenits, 
d. h. mit dem Meridian des Ortes, macht. Der erstere Winkel ist 
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instrumental schwerer bestimmbar, der letztere Winkel SZP hangt 
in eihfachster Weise mit dem Azimut a zusammen. Er ist gleich 
180" -a. 

In ^Fig. 14 ist das sphärische Dreieck ZPS dargestellt, in 
welchem diese Beziehungen zwischen a&ä und er, & d, durch Ver- 
mittlung von ai&z mit Hilfe der folgenden drei Grundgleichungen aus- 
gedruckt werden. Die drei sphärischen Seiten sind 

SZ, bezeichnet mit z 

ZP, „ „ 90^-5, 

PS, „ „ 90^ -d 

und die drei sphärischen Winkel sind 

SZP, bezeichnet mit 180" — a 
ZPS, „ „ T oder (or, — «) 

PSZ, , , w. 

Die Zählung der Winkel geschieht in der Richtung der Pfeil- 
spitzen, nämlich für den von oben hinabblickenden in der Richtung 
der Uhrzeigerbewegung, und zwar bei a von der Mittagsrichtung ZM 
des Meridians PZ anfangend, bei x von PZ anfangend, bei w von 
SP anfangend. Zunächst haben wir hier zur Verbindung von 
a« & dg mit a&d durch a&z die folgende, mit Z bezeichnete Gruppe 
von drei Grundgleichungen: 

1 sin z sin. a = cosd sin (a, — a) ^ 

2 sin zcosa = — sin d cos ö, + cos S sin öz cos (or, — ^) \ ^ 

3 cos 2 = sin S sin 6^ + cos 3 cos 6^ cos (a^ — a) J 

Sind also von einem 'Gestirn S, dessen a und d durch die 
Messungen am natürlichen Äquatorial- oder Meridiandurchgangs- 
instrument gemäß den Darlegungen auf Seite 93fiF. bekannt sind, 
zur ührzeit U die Zenitdistanz z und das Azimut a beobachtet, so 
kann man zunächst die Sternzeit a« durch die erste der obigen drei 
Gleichungen bestimmen, indem man hat: 

sin (oz — a) = sin z sin a sec S, 

Sodaun kann man mit der zweiten und dritten Gleichung jetzt 
die geographische Breite dz bestimmen, und zwar mit folgender 
Einführung von Hilfsgrößen: 

Man setzt 

smd=b cos B und cos d cos (o, — a) = b sin B, 

9* 
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SO daß die zweite Gleichung wird: 

sin 2 cos a = — h cos (ßz + B) 
und die dritte Gleichung: 

cos 2 = 6 sin ((J, + B\ 
somit tang (d« -}- ß) = — cotg 2: sec a, 

während für B die Einführungsgleichung gilt: 

tang B = cotg <J cos («^ — a) 

und zur Kontrolle 

, sin d __ cos ö cos (or^ — a) 

cos /? sin B 

Hierdurch wäre die Aufgabe gelöst, a^ und 3^ zu bestimmen 
auf Grund der o und d eines Gestirns, dessen Azimut und Zenit- 
distanz a und z im Zeitpunkte der Uhrzeit [/gemessen sind. Die 
Bestimmung von of^, im Moment der Zeitangabe C/, erlangt alsdann 
ihre dauerndere Bedeutung dadurch, daß die Veränderungen der 
Uhrangabe möglichst nahe entsprechend den Veränderungen der 
Rektaszension des Zenits oder 'der Sternzeit erfolgen, so daß 
/iü=az — Z7, eine sehr langsam und stetig veränderliche Größe 
ist, wodurch man dann auch für ganze Reihen von Uhrzeiten mit 
Hilfe sehr weniger Bestimmungen der AU die Kenntnis der zu- 
gehörigen az erlangen kann. Hierdurch wird auch das Bedenken 
gegen vorstehende Lösung der Aufgabe vermindert, daß es nämlich 
für die Genauigkeit der Messungen nicht günstig ist, wenn a und 2, 
zumal unter Beobachtungsumständen, unter denen beide sich schnell 
ändern, gleichzeitig bei der Uhrzeit ?7 gemessen werden. Findet 
dagegen die Messung von a zur Uhrzeit Ua und die Messung von z 
zur Uhrzeit Z7^ statt, liegen aber die beiden so nahe bei einander 
und sind die Leistungen der Uhr so gut reguliert, daß in der 
Zwischenzeit zwischen Ua und U^ die Uhrkorrektion ^dU als un- 
verändert angesehen werden kann, so ist die Möglichkeit vorhanden, 
mit Hilfe der später zu entwickelnden Gleichungen neben rf^ 
dieses JU als die zweite Unbekannte auch aus getrennten Be- 
stimmungen von a und von z zu ermitteln. 

Bevor wir aber näher auf die bestmögliche Behandlung 
der Aufgabe nach Messung und Rechnung eingehen, ist hin- 
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sichtlich der Verbindung der a und ö mit den a und z fol- 
gendes zu bemerken. Im allgemeinen wird derjenige sphärische 
Ort des Gestirns ä, den man für die Epoche ü durch a und d 
ausdrückt, nicht vollkommen identisch sein mit demjenigen Ort 
desselben Gestirns S, dessen a und z man in demselben Zeit- 
punkt mißt. Wir haben früher mit Jat und Jdt die zeitlichen 
Änderungen ausgedrückt, welche an die Werte «q und d^ (die für 
irgend einen, nicht weit von der Epoche U abliegenden Anfangs- 
zeitpunkt gelten sollen) anzubringen sind, um die für U anzu- 
nehmenden Werte von a und d darzustellen. Diese Veränderungen 
werden durch die bekannten Ortsveränderungen von P und E, sowie 
durch die Bewegungen des Gestirns selber, seien es die ihm eigen- 
tümlichen, seien es die parallaktischen Wirkungen der säkularen 
Bewegungen unseres ganzen Sonnensystems, hervorgebracht, und es 
wird außerdem in den Vorausberechnungen der astronomischen 
Jahrbücher für die a und d von nahezu einem halben Tausend 
helleren Sternen und auch des Mondes, der Sonne und der Planeten 
auch denjenigen Veränderungen Rechnung getragen, welche durch 
die Abirrung der Lichtstrahlenrichtung von der Einstellungsrichtung 
der Visierachse infolge der jährlichen Bewegung und der täglichen 
Drehung der Erde entstehen. Bei den a und d der Fixsterne wird 
unter Umständen auch die Parallaxenwirkung der jährlichen Be- 
wegung der Erde berücksichtigt. Hingegen werden die Wirkungen 
der Strahlenbrechung und der örtlichen (oder tellurischen), soge- 
nannten täglichen Parallaxe, welche den Gestirnort am Himmel 
ebenfalls veränderlich machen, nicht in die Vorausberechnungen der 
a und d mit aufgenommen, weil sie eben örtlich und zeitlich allzu 
verschieden und zu schnell veränderlich sind, zumal hinsichtlich der 
Strahlenbrechungen, bei welchen die jeweiligen meteorologischen 
Zustände so mitbestimmend sind. Aber auch noch aus andern 
Gründen bringt man diese Veränderungen nicht an die a und d^ 
sondern an die a und z an. Man reinigt nämlich die a und z von 
jenen Veränderungen mit Hilfe viel einfacherer Rechnung, als dies 
bei den a und d geschehen würde. Die Strahlenbrechung affiziert 
fast nur die Zenitdistanzen (die Azimutmessungen nur ganz minimal 
bei sehr großen Werten von C — Cc), und auch von der örtlichen 
Parallaxe gilt ähnliches. Sie affiziert die Azimute, und dies auch 
bloß mit sehr geringen Beträgen, nur bei der Beobachtung des 
Mondes, der Sonne und der drei erdnächsten Planeten. Die Reinigung 
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der Zenitdistanzen von der Strahlenbrechung und von der örtlichen 
Parallaxe geschieht aber auch mit minimaler Rechnungsmühe nach 
Formeln, deren Entwicklung die Aufgaben des vorliegenden Heftes 
ebenso überschreitet, wie die Entwicklung der Formeln für die Ver- 
änderungen der a und d der Sterne durch die Ortsveränderungen 
von P und E und durch die Abirrungen der Lichtstrahlen von 
der bewegten Visierachse. Es kommt also hier nur darauf an, 
sozusagen formal auf die Notwendigkeiten dieser Art und auf ge- 
wisse Distinktionen bei der Behandlung jener Veränderlichkeiten der 
scheinbaren Örter der Gestirne hinzuweisen, durch deren rechnerische 
Berücksichtigung jene so unvergleichliche Einfachheit und Stetigkeit 
insbesondere der Fixsternörter am Himmel eigentlich erst in vollem 
Maße, als eine Gabe der Konsequenz unseres Denkens über diese 
Dinge, für uns gesichert wird. 
Diesinguiären Fortfahrend in der Behandlung unserer Aufgabe, aus a und S 
^vertun^g der^i^ Hilfe der gereinigten a und z die a, und (), abzuleiten, wollen 
auDdzinden^ii. j^^gt uach den obigeu Gleichungen einige singulare Fälle be- 
neu Azimuten, handeln, wolche weiterhin auch geeignete Anhaltspunkte für die 
allgemeinste und rechnerisch zweckmäßigste Lösung der Aufgabe 
bieten werden. Zunächst wollen wir die a^ und 8^ für die vollen 
Quadranten von a bestimmen. Es seien die z beobachtet bei 

a=o^ 9o^ l8o^ 270^ 

Es ergibt sich aus den Festsetzungen für die Zählung der a 
und der t, daß 

bei a = 0'* ir = 0° 

bei a = 180° t ^ 0° zwischen Zj und P 
und % = 180® jenseits P. 

Hieraus a:i = a in. den beiden ersten Fällen, az= a + lSO^ 
im dritten Falle. Man hat dann ferner aus der zweiten der obigen 
Gleichungen: 

bei a = 0' S, = d + z 

bei a = 180' und 2: = 0° S, = d — z 

bei a = 180' und r = 180' d, = 180' — ö - z. 

In betrefif der letzten Relation, welche übrigens auch aus den 
einfachsten graphischen Betrachtungen hervorgeht, sei nur bemerkt, 
daß dieselbe nicht lediglich aus der zweiten Gleichung ihre Be- 
stätigung erhält; denn diese liefert nur die Formel sin((J^+rf)=sin2:, 
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welche zwei Auflösungen hat. Eindeutig wird die Bestimmung erst 
durch das Hinzukommen der dritten Gleichung, welche im vor- 
liegenden Falle die Formel gibt cos(dg-\-d) = — cos 2. 

Für a = ± 90° findet man zunächst mittels Division der zweiten 
durch die erste Gleichung die Relation 

sin (a, — a)cotga = — tang J cos 5« + sin (J;b cos (a^ — a), 

somit, da cotg a im vorliegenden Falle gleich Null ist, 

cos (or^ — a) = tang d • cotg 3^ 

und zugleich aus der ersten Gleichung 

sin («« — a) = ± sin 2 • sec <J , 

endlich durch Eintragung der Gleichung für cos (a« — a) in die 
dritte Gleichung: 

. « sin d 

sm 0^= . 

cos 2 

Bevor ich nun auf weitere singulare Fälle eingehe, möchte ich 
einige allgemeinere Darlegungen einfügen in betreif der Bedeutung, 
welche überhaupt die singulären Fälle mit ihren rechnerischen Ver- 
einfachungen auch für die universale Behandlung von solchen Auf- 
gaben haben. Hierzu ist es aber nötig, jetzt überhaupt etwas näher 
einzugehen auf das sich . immer deutlicher hervorbildende voll- 
kommenste Verfahren der rechnerischen Ableitung von Resultaten 
aus beobachteten Werten. 

Für eine vollständige^ ebensowohl objektiv als subjektiv be- AUgemeines 
friedigende Bearbeitung von Messungen wird jetzt immer allgemeiner^^ zweck- ^^^ 
eine Anordnung gefordert, bei welcher auch die Grundsätze der mäßigsten 
Fehlertheorie gehörig berücksichtigt werden, indem man den Behandlung 
Gleichungen, aus denen die letzten Ergebnisse der Messungen hervor- ^enlu^^abenl 
gehen sollen, diejenige Gestalt gibt, in welcher die Fehlertheorie, 
entweder sofort oder bei späterer definitiver Bearbeitung, am durch- 
sichtigsten und einfachsten zur Anwendung gelangen kann, nämlich 
die Gestalt von Lineargleichungen. Zugleich muß die ganze 
Anordnung der rechnerischen Bearbeitung derartig sein, daß sie es 
gestattet, die für die Anwendung der Fehlertheorie vorauszusetzende 
größere Anzahl von Wiederholungen der Messungen, unter nahe 
verwandten Umständen und Einflüssen, mit dem geringsten Auf- 
wände an rechnerischer Arbeit sowohl zur Ableitung der schließlichen 
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Ergebnisse, als auch zu Fehleruntersuchungen gehörig zu verwerten. 
Durch alle diese Forderungen wird immer maßgebender und ein- 
leuchtender das nachstehend erläuterte Verfahren verlangt und 
gerechtfertigt: 

Man beginnt mit der Aufstellung von Näherungswerten für 
alle, das Messungsergebnis unabhängig beeinflussenden Größen, 
wobei man diese Näherungswerte aus früheren unmittelbaren oder 
mittelbaren zahlenmäßigen Bestimmungen dieser Größen entnimmt. 
Je vollständiger und genauer diese Vorarbeit der Aufsuchung von 
möglichst zutreffenden Näherungswerten ausgeführt ist, und je kleiner 
infolgedessen die noch unbekannten und zur Bestimmung genauerer 
Werte dieser Größen gesuchten Verbesserungen der Näherungswerte 
sind, desto einfacher und durchsichtiger läßt sich dann diese ganze 
Bearbeitung der Messungsergebnisse gestalten. 

Auf Grund der theoretischen Beziehungen, wie sie z. B. durch 
die obigen Gleichungen zwischen den Werten von a, 5, er« und dz 
einerseits und andererseits den unmittelbaren Messungsergebnissen 
(a und z) stattfinden, erlangt man sodann zunächst hypothetisch 
„theoretische" Näherungswerte für die erfahrungsmäßigen 
Messungsergebnisse- Im vorliegenden Falle würde man z. B. mit 
einem Näherungswert von er«, bezeichnet mit a?, und einem 
Näherungswert von d«, bezeichnet mit dt, auf Grund der als hin- 
reichend definitiv geltenden Rektaszension a und Deklination d des 
Gestirnes, dessen a und z man beobachtet hat, nach den obigen 
Formeln einen Näherungswert für a, den man mit a^ bezeichnet, 
und einen Näherungswert für z^ den man mit z^ bezeichnet, be- 
rechnen können. Man hätte dann, wenn man in Kürze die aus 
der obigen Gleichungsgruppe folgenden theoretischen Beziehungen 
durch die Funktionsform F ausdrückt: 

^o^Fz[a,d,aUdtl 

Dieselben Beziehungen bestehen aber auch zwischen den 
beobachteten Werten a und z einerseits und andererseits den noch 
unbekannten wahren (oder wenigstens genaueren) Werten a« und ds 
in Verbindung mit den einer Verbesserung zunächst nicht bedürftig 
erscheinenden Werten a und d. Man hat also: 

a — Fa[a, d, «„ ö,] 
z=Fz [a, (J, «e, (JJ. 
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Zieht man die einander entsprechenden Gleichungen der beiden 
Gruppen von einander ab, so ergibt sich: 

a — a'= Fa [a, (J, «., (JJ — Fa [a, S, a?, Sl] 
'z — z' = F, [a, (J, a„ rfj — F,[a, (J, «^ d?]. 

Bezeichnet man nun 

die gesuchte Verbesserung a, — a? mit ar 
und „ „ „ S.^dt „ 2/ 

und entwickelt man den obigen Unterschied der Funktionen nach 
der Taylorschen Reihe in Potenzen etc. von a; und y, so hat man, 
mit der durch Kleinhaltung von x und y, also durch möglichst 
weitgehende Approximation der Näherungswerte an die wahren oder 
wenigtens genaueren Werte, gerechtfertigten Weglassung der zweiten 
und höheren Potenzen, sowie der Produkte etc. von a und y, die 
Gleichungen 

WO die Ausdrücke (;t-^) usw. die partiellen ersten Differential- 
quotienten der Funktionen nach den bezüglichen Variabein dar- 
stellen. 

Die Größen auf der linken Seite sind dann numerisch bekannt, 
teils durch die Beobachtung, wie a und z (welche Werte natürlich, 
wie oben dargelegt, von den Wirkungen der Strahlenbrechung und 
der örtlichen Parallaxe, eventuell auch noch von den mehrfach er- 
w^ähnten, hier zurückgestellten instrumentalen ünvollkommenheiten 
der Einrichtungen zu reinigen waren), teils durch die Näherungs- 
berechnung, wie a° und 2^. Auf der rechten Seite sind die Koeffizienten 
der beiden Unbekannten x und y theoretisch nach der Form der 
Funktionen bekannt, numerisch sind sie mit hinreichender Sicherheit 
berechenbar durch Eintragung der Näherungswerte. 

Bevor wir jetzt diese Koeffizienten durch Differenzierung er- 
mitteln, wollen wir zu der obigen Gleichungsgruppe Z noch eine 
Reihe von Gleichungen aus dem Dreieck ZPS hinzufügen, welche 
bei der definitiven Formgebung der Differentialquotienten und bei 
deren Berechnung Erleichterungen bieten können. 



Digitized by 



Google 



:} 



138 ni. Die sphärischen Koordinateiiine8sung.eö. 

Wk wollen diese zusätzlichen Gleichungen, zur Unterscheidung 
von den drei, unmittelbar für die Lösung unserer Aufgabe dienenden 
Gleichungen der obigen Gruppe Z, nach besonderen Gruppen ein- 
teilen und bezeichnen, von denen die mit I bezeichnete, ..dem ersten 
trigonometrischen Hauptsatz, dem Sinussatz, angehört, die mit II zu 
bezeichnende dem zweiten Hauptsatze, die mit III zu bezeichnende 
dem Kosinussatz zugehört: 

1. cos dz sin a = cos d sin w 

2. sin z sinw = cos dz sin t 

1. cos dz cos a = — sin 6 sin 2; + cos d cos z co^w ^ 

2. sin 2 cosw= cosd sin d^ — sind cos d, cos r 

3. cos d cos w = sin dg sin z -f cos dz cos 2; cos a \ II 

4. cos d cos x* = cos dg cos z + sin dg sin z cos a 

5. cos dg cos T = cos d cos z — sin d sin z cos w 

1. sin dg = sin d cos 2 + cos d sin z cos w 1 .,„ 

2. sin d = sin d. cos z — cos d« sin 2 cos a J 

Um nun zur näheren Bestimmung der oben eingeführten 
partiellen ersten Differentialquotienten zu gelangen, haben wir die- 
jenige der obigen Gleichungen, in denen einerseits z ausschließlich, 
andererseits nur a, d, a«, d« vorkommen und diejenige, durch 
Division der Gleichungen 1 und 2 der Gruppe Z oben schon ge- 
fundene Gleichung, in welcher links nur a und rechts nur a, d, a^, d, 
vorkommen, total zu differenzieren, wobei wir auch a und d in die 
Differenzierung hineinziehen wollen im Hinblick darauf, daß es auch 
Fälle gibt, in denen die Rektaszension und Deklination des beob- 
achteten Gestirnes auch noch einer Prüfung und einer eventuellen 
Ermittlung einer Korrektion da und dd bedürftig sein kann. 

Wir legen also zunächst der Differenzierung zu Grunde die 
Gleichung Z3 

cos 2; = sin d sin dg + cos d cos dg • cos (a^ — a) 
und Z2 geteilt durch ZI 

cotg a = — tang d cos dg cosec (a, — a) + sin dg cotg (ag — er). 

Zur Abkürzung wollen wir im folgenden für Oz — a in den 
Koeffizienten stets setzen t, und außerdem für er«, wie oben schon 
mehrfach geschehen, einführen Ü+JIT^ so daß für ag — ag=x 
auch JU — 'jW = a eingetragen werden kann. 

Die totale Differenzierung der Gleichung für cos 2:, welche 
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implizite die Funktion F, darstellt, ergibt zunächst, nachdem sofort 
mit sin 1" auf beiden Seiten dividiert ist, 

— sin 2 • ds = cos d cos d^ sin r • da 

+ (cos d sin J, — sin d cos d^ cos t) • dd. . . 

— cos d cos d« sin r • ^ -J- (sin ö cos ö^ — cos d sin d, cos t) • y. . . 

Trägt man in den Koeffizienten von da und von x die 
Gleichung ZI, ferner in den Koeffizienten von dS die Gleichung II 2, 
und in den Koeffizienten von y die Gleichung Z2 ein, so hat man 
nach Division beider Seiten durch — sin z 

dz = — cos<J«sina -da — cos w; • dd + cos d, sin a • ^-}" cosa -y... 

so daß, wenn wir bis auf weiteres da und dd aus dem Spiel lassen, 
übrig bleibt 

d^; = cos <J^ sin a • 4? -}- cos a • y . . . 

Es ist dann, nach den obigen Einführungen, der partielle 
Differentialquotient 



(£)=©== '=°'''^'^"" 



so daß man schließlich zur Bestimmung von x und y aus beobachteten 
Zenitdistanzen z die Bedingungsgleichung hat: 

z — z^= X cos dz sin a -f 2/ cos a . . . 

Wir haben ferner entsprechend zu verfahren mit der obigen 
Gleichung für cotga. Die totale Differenzierung derselben nach 
a, 5, a;8, <?« ergibt zunächst: 

r-j- = — (tang <J cos dt cosec t cotg % — sin d^ cosec' %)- da 



— sec' d cos dz cosec r • dd 

+ (tang d cos dz cosec % cotg t — sin dz cosec' t) • ä 

+ (tang d sin (J, cosec t + cos d;^ cotg r) . y . 

Trägt man nun, nachdem beide Seiten der Gleichung mit 
cos' d sin' r multipliziert sind, in den Koeffizienten von da die 
Gleichung Z 1, in die Koeffizienten von da und von x die Gleichung 112, 
ferner in den Koeffizienten von dd die Gleichung 12 und in den 
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Koeffizienten von y die Gleichung Z^ und Z, ein, so hat man, nach 
schließlicher Division derganzen Gleichung mit — sin 2: 

da sin 2: = — cos (J cos m? • da + sin w • dd 

+ cos d cos v; • « — cos 2; sin a • y. 

Sieht man bis auf weiteres auch hier von den Verbesserungen da 
und dd ab, so folgt: 

da sin 2 = cos d cos w -x — cos 2; sin a • y. 

Hier kann es in weiterer Anwendung des Koeffizienten von x 
zweckmäßiger sein, für cos d cos w die rechte Seite der Gleichung II 3 
einzutragen, so daß auch: 

da • sin 2 = (sin dz sin z + cos d^ cos z cos a) • o? — cos 2; sin a • y . 
Verfährt man jetzt wieder, wie oben bei dz^ so hat man 

fdFa\ {'da\ . ^ , • ^ 

( -; — J = ( — J = cotg z cos a cos o,-}-sin d« 
^da^^ \ X y ° 

also schließlich: 

a — a^ = x (cotg z cos a cos <J«4- sin d,) — y cotg z sin a. 

Stellt man die vorangehende Gleichung für z — 3° mit der vor- 
liegenden für a — a° zusammen, so sieht man sofort, in welcher 
einfachen Korrelation die Bestimmung von x und ?/, mit anderen 
Worten die Bestimmung der Sternzeit und die Bestimmung der 
geographischen Breite oder Polhöhe, mit den Quadranten des 
Azimutes steht. 

Bei: 

^0 • X j cos (dz— z) cos 3 

a = 0^ ist z — z^=y und a—a°= ^ ^'X=— x 

*^ sm z sm z 

1 QAo • X j cos(d^ + z) cos ö 

a=180° ist z — 2°= — y und a — a®= ^. — — ~ •a?=ni -; x. 

"^ sm 2 ^^ sm z 

Das obere Zeichen bei a — a° für a = 180° gilt, wie man leicht 
sieht, für t = 0°, das untere für t = 180°. 

Bei a = 0° oder 180°, also in der Nähe des Meridians, be- 
stimmt man also aus der Beobachtung der Zenitdistanzen die 
geographische Breite und aus der Beobachtung der Azimute die Zeit. 
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Dagegen hat man: 
bei a = 90® • . 2 — 2° = ^ cos d» a — a® = a? sin d« — y cotg z 

bei a = 270° . . 2 — 2° = — « cos ö« a — a° = o; sin d, -}- y cotg z» 

Also in der Nähe von a = d=90* (in der Nähe des Ostwest- 
vertikals) bestimmt man aus der Beobachtung der Zenitdistanzen 
die Zeit und aus der Beobachtung der Azimute sowohl die Zeit 
als die geographische Breite, aber am günstigsten die Breite. 

Zur Benutzung in besonderen Fällen fassen wir noch die fol- 
genden partiellen Differentialquotienten, die auch in den vorstehenden 
Entwickelungen enthalten sind, hier zusammen: 

(^) = -<^osd,sma (^) = _cost« 

/da\ cos J cos «0 /da\ sin w? 

M«/ sin 2; ^dö^ sin 2 

Für \-r-J kann man durch Eintragung der obigen Gleichung 1 1 

auch setzen — cos d • sin -2^ . Hinsichtlich der Berechnung von w, 
welches hier eine wesentliche Rolle spielt, wollen wir noch darauf 
hinweisen, daß der Winkel w nach den obigen Festsetzungen über 
die Zählungsrichtungen zwischen 0^ und + 180° liegt auf der West- 
seite des Meridians und zwischen 0° und — 180° auf der Ostseite 
des Meridians. 

Mit Hilfe der obigen Gleichungen für z — 2° und a — a° kann Die geo- 
man nun die Unbekannten a und y in der verschiedenartigsten Weise ortsbesMm- 
ermitteln und zwar sowohl aus den 2 allein, als aus den a allein. "*^^^f°*^*^°- 

Wendung der 

Zwei Beobachtungen von 2, die eine in der Nähe des Meridians, Differentiai- 
die andere in der Nähe des Ostwestvertikals angestellt, genügen, 
um Zeit und Breite, also die Grundlagen der geographischen 
Orientierung des Beobachtungsortes zu bestimmen. 

Hat man die Zenitdistanz z^ eines Gestirns S^ (a^ und ^^ ) in 
der Nähe des Meridians und der Oberen Kulmination zur Uhrzeit U^ 
und die Zenitdistanz z^ eines Gestirnes S^ (a^ und dj) in der Nähe 
des Westvertikals zur Uhrzeit U^ beobachtet und liegen die beiden 
Uhrzeiten so nahe zusammen, daß man den Näherungswert Jü^ 
für beide als identisch annehmen oder mit aller Sicherheit von der 
eineu auf die andere Uhrzeit übertragen kann, so daß ausreichend 
sicher 

jU,—/lU',=JU,—/lül=x 



formein. 



Digitized by 



Google 



142 UI. Die sphärischen Koordinatenmessungen. 

gesetzt werden kann, so hat iDan: 

z^ — z\=^ (x cos öz sin a^^ -{-y cos aj . . . 
2^ — z\^=-x cos ög sin «j (+ y ^^^ ^j)> 

Hieraus unter obigen Annahmen mit großer Annäherung: 
Cy) = 2i — ^J..- (x) = (z^ — z\)^Qcä,... 

und die letzten Verbesserungen dieser Näherungswerte ergeben sich 
mit Eintragung der Werte von a^ und a^ dann sehr bequem und 
konvergent: 

y=(z^— z\) sec a, — (2:,— z\) tang a, 

i» = (z^ — z\) sec dz cosec a, — (^^^ — z\) sec d, cotg a^ . 

Da es wichtige und der geographischen Ortsbestimmung un- 
ablässig bedürftige Lebens- und Verkehrsgebiete, wie die Schiifahrt, 
gibt, in denen bloß Messungen von z und überhaupt keine sichern 
Azimutmessungen möglich sind, so hat die obige Aufgabe sehr um- 
fassende und vielartige Bearbeitungen, auch mit Tabellen und 
graphischen Methoden und Hilfsmitteln, gefunden. Wir gehen hier 
nicht näher darauf ein. 

Es ist hier zu einer Art von Abschluß nach dieser Seite hin 
nur zu bemerken, daß, nachdem durch die Bestimmung von x die 
Kenntnis der Rektaszension des Zenits des Beobachtungsortes, also 
der Ortszeit erlangt ist, auch die geographische Länge des Be- 
obachtungsortes gegen einen Meridian von bekannter Lage gefunden 
werden kann, sobald man die gleichzeitige entsprechende Ortszeit 
dieses letzteren Meridians kennt. Dies leisten bekanntlich in der 
einfachsten und stetigsten Weise transportable Zeitmessungs- 
einrichtungen (Chronometer), welche mit Hilfe andauernder vor- 
heriger experimenteller und rechnerischer Erforschung ihres Ganges 
und dann mit Fortführung des so ermittelten Veränderungsgesetzes 
ihrer J U^ so nahe und so stetig die Zeit eines bestimmten Meridians 
konservieren, daß der Übergang von der Ortszeit auf die geographische 
Längendififerenz des Ortsmeridians gegen denjenigen Meridian, für 
dessen Ortszeit jene Chronometerangaben gelten, ausreichend ge- 
sichert ist. 

Die absolute Hinsichtlich der Azimutbeobachtungen ist noch zu bemerken, 

daß die obigen Gleichungsformen uns nun auch die bequeme 
Möglichkeit geben, die oben noch etwas unbestimmt gelassenen 



Azimut- 
bestimmuDg. 
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Ermittelimgen hinsichtlich der Werte dg fester zu gestalteiL Tragen 
wir nämlich in die Ausdrücke a — a° die instrumentale Gleichung 
für a ein, so haben wir: 

in Lage I 
a — a°= G'— 180^^+ J^ + i' cotg 2 + C^ cosec 2 — a° 

= a? cos d cos w cosec z — y cotg 2 sin a 
in . Lage 11 
a — a^= 6"+ Ag — *"cotg z — Cc cosec z — a^ 

= a? cos d cos w cosec z — y cotg z sin a. 

Führt man jetzt für Ag den Ausdioick ein J|gr^ — A., wo J^r® ein 
Näherungswert und k seine letzte Korrektion ist, und fasst man dann 

G'— 180°+ ^/+*' cotg ie+.C; cosec 2; 
und G" -|- Ag^ — i" cotg z — Cc cosec z 

indifferent als die zahlenmäßigen Beobachtungsergebnisse unter der 
Bezeichnung (a) zusammen, so hat man: 

. (a) — a®=+Ä + ÄCos d Qosw cosec 2 — y cotg 2 sin a. 

Man sieht sofort, daß hier k sozusagen absolut, nämlich ganz 
oder fast ganz unabhängig von x und y bestimmt werden kann, 
sobald cos w gleich Null und zugleich sin a sehr klein und dabei 
cotg 2: nicht sehr groß ist, also bei einer größten Digression eines 
dem Pol nahen Sternes. Zugleich ersieht man, daß schon die 
Wahl eines dem Pol sehr nahen Sternes, für den cosö sehr klein 
ist, auch bei beliebigen Werten von w sehr frei von der Zeit- 
bestimmung (x) macht. Der Einfluß von y kann dabei sogar voll- 
ständig beseitigt werden, wenn man einen Mittelwert aus den Er- 
gebnissen in der östlichen und- westlichen Digression bildet. Auch 
der Einfluß von unbekannten da und dd kann hierdurch zum 
Verschwinden gebracht werden, wie man aus den obigen Aus- 
drücken für \-^) und {-r^ ersieht, da sin w; bei der westlichen 

Digression gleich + 1 , bei der östlichen gleich — 1 ist. Diese so- 
zusagen absolute Bestimmung von k ist von Wichtigkeit bei den 
genauesten Orientierungen der Richtungen der geoidischen Dreiecks- 
seiten in der Geodäsie. 

Wenn wir an dieser Stelle auf weitere eingehende Erörterungen Die Berecb- 
von verschiedenen Anwendungsfällen der vorstehenden Grundlage der NSungs- 
sogenannten geographischen Ortsbestimmung, d. h. der Ableitung^erteoOundA 
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der Og und dg aus beobachteten a und z'^ verzichten, mit dem Vor- 
behalte zum Schluß dieses Heftes noch mit einem kurzen Hinweis 
auf die unabhängigste und fehlerfreieste Methode dieserBestimmungen, 
unter gleichzeitiger genauester Bestimmung der a und d, zurück- 
zukommen, so bleibt doch jetzt noch einiges zu sagen über die 
sicherste und einfachste Art der Berechnung der Näherungswerte a^ 
und z^. Bei den weniger genaueren Beobachtungen in der geographisch- 
nautischen Praxis ist dies mit Hilfe der Gleichungen Z ziemlich 
leicht, aber bei den strengsten Anforderungen an die Beobachtung 
und demgemäß auch an die Berechnung, sowie bei der Berechnung 
sehr großer Reihen von Beobachtungen ist es eine sehr wichtige 
Angelegenheit, daß die rationellsten Methoden und Formen der Be- 
rechnung der Näherungswerte zur Anwendung kommen. Auch für 
die Berechnung der Koeffizienten können hierbei noch Anhalts- 
punkte im Sinne der Erleichterung der Arbeit gegeben werden, so 
lange man noch keine umfassenden Hilfstafeln dafür besitzt. 

Es handelt sich also darum, die Näherungswerte a^ und z^ aus 
den Werten a^ und d°, sowie «^ und <J° mit möglichst geringer 
Mühe bei größtmöglicher Sicherung eines bestimmten Genauigkeits- 
grades abzuleiten. Der äußerste Genauigkeitsgrad, der dabei in 
Frage kommen kann und zwar bei den sogenannten absoluten Be- 
stimmungen, bei denen auch da und dd mit in die letzte Aus- 
gleichung hineingezogen werden, ist zur Zeit das Hundertstel der 
Bogensekunde; der geringste in der Praxis der Richtungs- und 
Ortsbestimmungen in Frage kommende Genauigkeitsgrad der Be- 
rechnung der Näherungswerte wird etwa das Zehntel der Bogen- 
minute sein. Bei der Berechnung der Koordinatenwerte für die 
Koeffizienten in den obigen Gleio-hungen wird aber, da diese 
Gleichungen nur kleine Winkelgrößen enthalten, die bei gehöriger 
Umsicht der Vorarbeit als Größen erster Ordnung gelten können, 
stets dasZehntel derBogenminute, sehr oft die Bogenminute und sogar 
das Zehntel des Grades als rechnerische Genauigkeitsgrenze genügen. 

Wir wollen den bezüglichen Darlegungen und. Ratschlägen in 
diesem, den Schluß unseres ersten Heftes bildenden Abschnitt einen 
etwas breiteren Raum gewähren, weil dieselben auch eine gewisse 
allgemeinere Bedeutung für die Sphärik und für die Goniometrie 
überhaupt besitzen. 

Zunächst möge noch die alle Seiten und Winkel unsers Drei- 
ecks PZS umfassende Gruppe der vier Gaußischen Gleichungen 
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hier ihren Platz finden, da sie für die Berechnung der in den obigen 
Gleichungen auftretenden Koeffizienten, in denen alle drei Winkel 
unsers Dreiecks vorkommen, zweckmäßige Anwendung finden kann: 

1. cos ^(a — w)cosiz = cos ^ t cos ^J (dg — 3) ' 

2. sin i (a — w)cosiz = sin ^ t sin -^ (d, -}- 3) 

3. cos i (a + w) sin i 2f = cos -J- t sin ^ (dg — d) 

4. sin -J- (a + w) sin i = sin ^ t cos -J- (dg + ^) 

Trägt man auf der rechten Seite die numerischen Näherungs- 
werte ein, nämlich T°==of®— a^=ü-{-/llP — a , sowie St und d^ 
so findet man links die entsprechenden Näherungswerte von 
a^, 2° und w^. Für die Werte a^ und z^ könnte man in den 
Koeffizienten der Unbekannten auch die Beobachtungswerte a und z 
selber einsetzen; aber es kommen viele Fälle vor, ja in der 
geographischen Ortsbestimmung sind es sogar die überwiegenden, 
in denen man bloß z unmittelbar beobachtet, also a doch aus den 
Näherungswerten berechnen muß. Und für w ist letzteres un- 
umgänglich. Auch hat es einen gewissen Wert, für die Beobachtung 
von z aus der obigen, a und w zugleich umfassenden Gleichungs- 
gruppe, die mit G bezeichnet werden möge, auch sofort eine un- 
gefähre Kontrolle aus den Näherungswerten der andern Größen zu 
erhalten. 

Was nun die genauere Berechnung des Näherungswertes 3° Die geson- 
betrifft, so kann derselbe aus der unveränderten Gleichung -^3^^^*^^^^^^^**" 
sogar mit siebenstelligen Logarithmen im allgemeinen nur mit der Näherungs- 
Genauigkeit von 0",05 berechnet werden. Wir wollen aber bei 
diesen Näherungswerten von z und a, im Hinblick auf die vor- 
kommenden genauesten Anwendungen solcher Beobachtungen zu 
mancherlei kritischen Untersuchungen, die rechnerische Fehlergrenze 
bei der Bearbeitung der Beobachtungen hier auf etwa 0",01 bis 0",02 
ansetzen. Dies läßt sich, wenn man nicht achtstellige Logarithmen- 
tafeln anwendet, was, zumal bei dem Fehlen sehr vollständiger und 
bequemer Tafeln dieser Art, die Rechnungsmühe wesentlich ver- 
größert, nahezu durch geeignete Umformungen erreichen, welche 
übrigens auch das oben schon erwähnte allgemeinere goniometrische 
Interesse darbieten. 

Etwas besser als die einfache Gleichung für cos z wird schon 
eine, gerade für kleinere Werte von z günstige Umformung: 

sin'^ z = sin'^ (dz — S) + cos d cos dg sin' J t 

Foerster, Astrometrie. 10 
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oder auch 

sin'4^ z = cos'i T sin'^ (d, — S) + sin'J t cos'^ (ßz + <J). 
Man hat aber auch durch eine andere leichte Umformung: 

. ,r r« *\n 'COS^COSJ, sin'^T 

sin i [e - {ß,- d)] = 3i„^^,^^^^_^^j 

oder wenn man kurz Wz — (d« — S)\ mit J bezeichnet: 

. ^ cos d cos daSin'iT 
sm[Oz — + JJ 

Durch Umformungen letzterer Art kann eine sehr große Erhöhung der 
rechnerischen Genauigkeit auch mit weniger als sieben logarithmischen 
Stellen erreicht werden, doch bedarf die rechnerische Behandlung 
einer solchen „transzendenten" Gleichung, welche die Unbekannte J 
in verschiedenen trigonometrischen Funktionsformen enthält, einer 
näheren Erläuterung. Wir werden aber sogleich sehen, daß 
Gleichungen von ähnlicher Form für das vorliegende Problem der 
zweckmäßigsten Berechnung von Näherungswerten und besonders 
bei sehr zahlreichen einzelnen Beobachtungen in großen Gruppen eine 
allgemeine Bedeutung haben, so daß wir die Lösung solcher 
Gleichungen weiterhin näher besprechen werden. 

Wenn es sich darum handelt, mit einer für gewöhnliche 
geographische Ortsbestimmung ausreichenden Genauigkeit für zahl- 
reiche Beobachtungen an einem und demselben Orte die a und z in 
den Koeffizienten und auch in den Ausdrücken für die Näherungs- 
werte zu berechnen, kann folgende Umformung dienlich sein: 

Man setzt sin d,= cos Jl/ cos ip 

cos äg cos T = cos jWsin if) 
cos d^ sin T = sin M 

so daß: tang ip = cotg 6, cos r 

tang M = tang t sin ifj = cotg ds sin t cos ip 

und man hat dann: cos z = cos Msin (i/^+d), 

außerdem aber nach Gleichung 12 und nach Gleichung 113: 

sin zsinw = sin M und sin z cos v) = cos M cos (tp + i)y 

so daß : tang 2^ = tang M sec (tp -f- d) 

und sin z = sin M cosec w oder = cos Mcos (i// + d) sec w 
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schließlich: 
cotg z = tang {\p + S) cos w oder auch = sia (i/^ + <J) cotg J/sin w. 

Diese Berechnungsform wird wesentlich edeicht^rt, wenn die 
Hilfsgrößen \p und tang M für einen bestimmten Ort, dessea Breite 
gleich dt ist, tabelliert vorliegen. Dies kann aber nicht woW auf 
0",01j sondern etwa auf die Zehntelminute geschehen. 

Für eine analoge Form der Berechnung hatten wir bereits oben 
(Seite 131) einen. Ausdruck, der dort zur gesonderten Ableitung 
von 5, aus a diente. Mit einer kleinen Abänderung können wir 
denselben zur Berechnung von 2, zugleich mit der Berechnung von 
a, anwenden. Wir setzen: 

sin 8 = cos Nco&B 
cos (J cos T = cos iV sin -B 
cos d sin T = sin N 

sö daß tang B= cotg 3 cos t und tang N= tang t sin B 

und hiermit sin ^ sin a = sin iV 

sin z cos 0= — cos N cos (B + 6,) 
cos z = cos iVsin (B + d,) 

also • tang a = — tang N sec (ß + J,) 

und' cotg z = sin (ß + d^) cotg N sin a 

oder = — tang (B + d,) cos a . 

Wesentlich vereinfachte und dabei recht genaue Formeln für Die smguia- 
die Berechnung der Näherungswerte von a und z erlangt man sodann /ungswerto. 
für gewisse singulare Werte von a, t und w, wovon oben bereits 
ein Beispiel für a = 0° und 180° und für a = ± 90* gegeben 
wurde. Ähnliche Erleichterungen, wie die letzteren, bieten die 
singulären Werte a = dz 45°, ferner die singulären Werte t = dz 90° 
und u? = ± 90°. Durch alle diese singulären Fälle wird aber der 
ganze Umkreis derartig eingeteilt, daß man bei Beobachtungen in 
beliebigen a oder t immer ziemlich nahe an einer der singulären 
Wertgruppen sich befindet und dann den Übergang auf die zu den 
Beobachtungsumständen a oder t selber gehörigen Näherungswerte 
durch eine Art von Differenzformel machen kann, die sich einer 
Differentialprozedur nähert, aber beliebige Strenge zu erreichen ge- 
stattet. Von dieser Diflerenzformel bietet in betreff von z die 
Formel füi- J (Seite 146) das einfachste Beispiel dar. Der doppelte 
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Betrag von J ist Dämlich die Korrektion, die für den Stunden- 
Winkel t, in welchem eine Beobachtung von z stattgefunden hat, 
an denjenigen singulären Wert von z^ anzubringen ist, der für a = 
nach Seite 134 im Betrage von dl — d^ gefunden wird. Es ist 
dann dt — (J°-f2J der für den betreffenden Stundenwinkel t der 
Beobachtung von z geltende, genau berechnete Näherungswert z^. 

Die Formel für J ist eigentlich für beliebige Werte von % an- 
wendbar, aber es ist einleuchtend, daß ihre rechnerische Auflösung 
um so weniger bequem sein, nämlich um so mehr logarithmische 
Stellen vorlangen wird, je größer sin -J- t ist. Ganz allgemein würde 
eine Übertragungsformel für den Übergang von irgend einem 
singulären auf einen beliebigen aktuellen Näherungswert von z sich 
folgendermaßen aufbauen. 

Wir wollen einen der bezüglichen singulären Werte von a oder 
von T generell mit a, oder mit t, bezeichnen. Die singulären Werte 
w? = ±90° lassen sich leicht durch zugehörige singulare Werte 
von T ausdrücken, ähnlich wie weiterhin auch die singulären Werte 
von a durch die zugehörigen Werte der t zu ersetzen sein werden, 
von denen man stets am leichtesten mit Hilfe der ührzeit ü den 
Ausgang nehmen kann. 

Die für die Näherungswerte oben eingeführten oberen Indices 
Null können bei den nachfolgenden Erörterungen, die sich nur 
auf Näherungswerte beziehen werden, füglich wegbleiben. 

Wir haben also aus der dritten Grundgleichung für z^ bei einem 
singulären Werte t, 

cos 0a= sin d sin d» + cos 6 cos d, cos t, , 

ebenso für z bei dem der Bepbachtungszeit entsprechenden Werte v 

cos 2 = sin 5 sin dz + cos d cos d, cos t 

also cos z — cos Zs= cos 3 cos d, (cos % — cos r,) 

oder, goniometrisch entwickelt, wenn wir setzen (z — Zs)=^Jz, 

. - ^ cos d cos dt sin A (t — O sin i (r + t.) 

sin i Jz,= . } \ ^ a\ — • 

sin(^,+ iJ2,) 

Man sieht leicht, daß die obige Formel für sin J (Seite 146) 
nur ein spezieller Fall hiervon ist, nämlich für den Wert t,= 0> 
welchem 2'5== J, — S entspricht. 

Die Lösung der transzendenten Gleichung für Az, gehört einem 
Typus an, dessen allgemeinere Form sein würde: 
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f{x)r=^A>:F{C±:x). DieÜDer- 

tragungen 

In dem vorliegenden Falle sind die beiden Funktionen / und F ^^l^^^^^' 
trigonometrisclie Funktionen. . Diiferenzen- 

Die Auflösung geschieht durch Näherung ziemlich leicht in ^ ^ ^ ""^^"* 
folgender Weise, Ein Näherungswert x^ wird stets leicht zu be- 
schaffen sein und zwar mit Hilfe der beobachteten Werte von z. 
So würde z. B. hier als erster Näherungswert für x^ sofort ge- 
geben sein i^(z — Zt\ wo zt der singulare Näherungswert von z 
für T® in Funktion von dl und d^ und wo z der im Stundenwinkel % 
unmittelbar beobachtete (natürlich von Strahlenbrechung usw. 
ausreichend gereinigte) Wert der Zenitdistanz wäre. 

Bezeichnet man den partiellen Dififerentialquotienten f ' j 

mit l und den partiellen Differentialquotienten i ,^). 7" J ) niit 

und berechnet man zunächst aus der obigen Gleichung f(jß) den- 
jenigen mit ar, zu bezeichnenden Wert von x auf der linken Seite, 
welcher der Eintragung des Näherungswertes x^ in dem Ausdruck 
auf der rechten Seite entspricht, so daß: 

Kx,)=AxF(iC±x,), 

während derjenige Wert von x der gesuchte und definitive ist, für 
welchen eben die Gleichung genau erfüllt ist: 

f{x)=AxF{iC±x). 

Ist nun der Näherungswert x^ bis auf eine kleine Größe erster 
Ordnung schon nahe gleich dem gesuchten Werte x^ so kann man 
auch setzen 

und F(^C±:x) — F{C±x,) = ±m(x — x;),., 

also auch l(jx — x^^^=zizAm(x — x^. 

Da nun x — x^ auch gleich x — x^-\- x^—x^, so hat man auch: 
(x — x^(lzpAm) = ± (äj — a^) Am 



Am 

:pA% 

Zur Berechnung der Dififerentialquotienten l und m kann man 



oder a, = a>,±ia>,-a>j(j^^) 
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nun aber die Differenzen in den Logarithmentafeln, z. B. für Winkel- 
änderungen um 1 Minute, anwenden. 

Möge die Veränderung des Log. f{x) für eine Veränderung 
dx = '\-l\ also (wenn J/ der Modulus der Briggischen Logarithmen ist) 

J X — -fT-^ — bezeichnet werden mit X 

und die Veränderung des Log. F(C dz ^) für eine Veränderung 
d{C±x)= + \\ also 

,.>,_, / X t^..,. . bezeichnet werden mit ß, 
L d(C±x) J F{C±ix) ^ 

1.1. . 7 i K^) 2 F(C±x) 

Hiernach hat man Z = a X ,/ . ,» und m = uy< -i^, — rr 

und, wenn man dies in den obigen Ausdruck für x durch l und w 
einträgt: 

Im vorliegenden Falle ist .;c = ^j2:,, ferner C=Z8', sodann ist 
die Funktion f(x) der Sinus und die Funktion F(C -}- x) die 
Cosecante, endlich A==cos6 cos d;^ sin ^(t — t,) • sin i (t -f- t.) . 

Man würde also zunächst durch Eintragung von x^^=i(^z^Zs)^ 
wo z der beobachtete Wert und z, der singulare Näherungwert 
von z für Tg ist, finden 

sin x^=A cosec (C+d7o) 

dann die Veränderung l des log sin x^ für ein d^r = + 1' aus . der 
Tafel entnehmen, ebenso die Veränderung ^i des log cosec (C+ ^o) 
für ein d (C + ;c) = + 1' aus der Tafel entnehmen, wonach man wie 
oben hätte: 

. x=:x^ + (x^ — ^o)( i_ ^ ^nd Jzg = 2x, 

Dieses Verfahren ist, bei gehörig naher Annahme des ersten 
Näherungswertes x^^ sehr bequem und reicht im allgemeinen über 
Unterschiede t — t,, welche mehrere Zehner des Grades betragen 
können, so lange sin(Cd=;c) erheblich größer als sina?, also hier 
sin ^(2: — Za) erheblich kleiner als sin ^(2 + 2«) ist. 

Es wird bei solchen Differenzen-Rechnungen in logarithmischer 
Form nur ratsam sein, sich für die richtige Zeichengebung in anderen 
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bezüglichen Gruppen von Fällen eine Kontrolle durch eine einzelne 
direktere Rechnung .zu schaffen. 

Durch die obigen Diflferenzenbestimmungen z — 2:,, bei denen 
für Unterschiede der a und der t im Betrage von starken Bruchteilen 
eines Quadranten mit sechsstelliger, höchstens siebenstelliger logarith- 
mischer Rechnung eine Genauigkeit der Übertragungen bis auf 0'',01 
sicher erreicht wird, kann man nun in der Tat, besonders bei einer 
größeren Zahl von näher zusammenliegenden Beobachtungen von z 
eine sehr bequeme Berechnung jedes Näherungswertes von z für 
jede der Beobachtungszeiten auf Grund von bestimmten singulären 
Ausgangswerten erreichen. 

Was nun die Berechnung der singulären Näherungswerte z^ be- Die smguiä- 
trifft, so haben wir oben (Seite 134 ff.) dieselben bereits gegeben für ^^^ + ^, 
a = 0^ oder 180^ und für a==±90^ Für die letzteren Werte 
können indessen die Gleichungen für z^ noch eine etwas schärfere, 
der Genauigkeit der logarithmischen Rechnung noch günstigere Form 
erhalten, die sich aus einfacher goniometrischer Entwicklung der 
obigen Gleichung .ergibt und offenbar zur Rechnung sehr bequem ist. 

tangi., = ±y_i^ 

und tangi.. = ±/^gt^/;~?^' 

^^ rtangi(J, + d) 

Das doppelte Zeichen entspricht für t* auch dem doppelten 
Zeichen von «,==±90^ Bei a,= — 90* tut man aber gut, die 
ganze weitere Rechnung für z — z^ mit einem positiven t, durch- 
zuführen, da bei dem symmetrischen negativen Werte von r, als- 
dann genau dasselbe für z herauskommt. 

Hieran schließen sich die singulären Fälle r, = ± 90**, für Die singuiä- 
welche man leicht aus den Grundgleichungen Z die folgenden Re- ^^1*4 ^ 
lationen findet; ~ 

cotg «5 = =p tang 8 cos d, 

und cotg 2:,= dz tang 8 sin J, sin a, oder auch ;= — tang 8^ cos a,. 

Bei der Ableitung von z— z^ aus x und r, ergibt sich hier der 
nachfolgende kleine Vorteil. 
Da hier 

sin i (r — T,) = sin i (t =F 90^) und sin \{%-\- t») = sin i (2:±90*), 
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80 bat man leicht 

sin ^(t — T,) X sin i (t + T») = — i cos r 

und die obige Formel für Jz, wird daber hier besonders einfach: 

, . j , cos 5 cos dg cos T 

Die singuiä- Für die oben schon erwähnten singulären Fälle w,= ± 90® 

"L'i^. hat man zunächst folgendes: Die Gleichung 112 (Seite 138) wird 

hierfür cos t,= : — —-^ 



und die Gleichung 1 1 sin a. 



tang d 
cos d 
cos dg 



endlich die Gleichung III 1 cos 2,= -^-^• 

Hieraus ergeben sich für die günstigste Form der logarithmischen 
Berechnung die folgenden Ausdrücke: 

-,/sin (ö — öz) 

, ^ , i/sin^C^ — <J.) 

und tang^^, = V . ;)> , >^ 



reu 



sowie tang (45'* ±^0) = "j/cotg ^ (d — d,) cotg i (<J + <J0- 

Die singuiä- Auf Gruud dieser singulären Werte von r, und z, kann dann 

L'+45o wieder nach den obigen Gleichungen für den zur Beobachtungszeit 
" gehörenden Näherungswert r der Näherungswert z berechnet werden. 
(Überall ist, wie oben angegeben, auch hier der obere Index Null 
als das Kennzeichen der Näherungswerte hinzuzufügen.) 

Endlich ist noch eine Gruppe von singulären Fällen zu be- 
handeln, welche gerade für unser ganzes obiges Rechnungsverfahren 
eine gewisse ausfüllende Bedeutung haben, da sie in dem großen 
Intervall zwischen den singulären Fällen a,= 0® und 180° und 
«,= ± 90° liegen. Es sind dies die Fälle a,= dz 45°. 

Da man für a,= 4-45° hat sin a,= cos a, = ^^f^ so ist hier 

cos ö sin r,= — sin d cos dg + cos d sin d, cos r, 

ebenso sin Zt= cos d sin t, X ^T 

wobei auch cos 2,= sin d sin d, + cos d cos d' cos r,. 
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Man findet aas der ersten dieser drei Gleichungen: 

tang d cos d, . . ^ 

tang T,= }- sm 0,. 

^ cosr. 

Setzt man jetzt für sin dg den Ausdruck tang W^ so ergibt sich: 
tang r.- tang TF=-i?5ii^?i^ 

COS Tg 

oder sin (r, — W) = — tang d cos ig cos W^ 

wo cos 5^ cos W lediglich von Sg abhängt, also eine sogenannte 
Ortskonstante ist. Trägt man nun den Ausdruck für cost» durch 
sin r, aus der ersten der vorstehenden drei Gleichungen in die dritte 
derselben ein, so findet man: 

cos 2:,= -: ^ + Cotg 0« cos O Sin Tg 

sm Og 
und wenn man jetzt durch die zweite der drei Gleichungen dividiert: 

tangJ , cotsä, 

cotg 2:,= -; ^-^ :=r- -] |:r-^. 

^ sm (J, sm T, J/2 Y2^ 

Hieraus wird durch eine leichte Transformation mit Hilfe der 
obigen ersten Gleichung in der Form: 

. = sec 6g [sin dg cotg t, — I] 
smr, L ^ & » j 

oder, wenn jetzt wieder fär sin 6g gesetzt wird tang W 

cos (tg + W) 
y2 ' cos dg cos kv sm t. 

Der Hilfswinkel W ist hier sehr leicht und mit siebenstelliger 
Rechnung bis auf O'^Ol aus S, abzuleiten. 
Der Wert von W ist z. B. für 

4=:52*30'17",00 gleich 38«25'42",988. 
Setzt man kurz t, — W=Cg und j/2'cos d» cos W kurz gleich -yr- , 
so hat man auch: 

^^^g^-=^-XsinU+63^- 
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Ober die 
zweck- 
mäßigste Be- 
rechnung der 
Beobachtun- 
gen von soge- 
nannten kor- 
respondieren- 
den Zenit- 
distanzen 
(oder soge- 
nannten 
^gleichen 
Höhen"). 



WO also nach dem obigen: 

sin Ci= — tang d cos S^ cos W 

und T,= W + C,. 

Mit Hilfe der Werte t, und Zg können dann wieder für ganze 
Reihen von Werten t durch die Differenzengleichungen entsprechende 
Wertreihen von Jz,^ somit auch von z berechnet werden. 

Es ist klar, daß, während obige Entwicklung für «,= 4-45^ 
gilt, für 0,= — 45° das gleiche t, mit entgegengesetztem Zeichen 
und das gleiche Zs gefunden wird. 

Man könnte nun auch noch ein singuläres Wertpaar a=±135* 
zur Erörterung bringen, indessen ist durch die Wertpaare für 
T,= d= 90° und die zu den beiden größten Digreßsionen gehörenden 
beiden t, in dem Intervall zwischen a,= ±90° und a,= 180* 
schon genügende Vorkehr getroffen, um die J2:,-Gleichungen aus- 
reichend anwenden zu können. Auch ergeben sich bei a,= ± 135^ 
in kleineren Zenitdistanzen gewisse Bedenken und Übelstände bei 
der logarithmisqhen Art der Berechnung. 

Es bleibt noch ein wichtiger Punkt hier zu erörtern hinsichtlich 
der Verwertung der Messungen von sogenannten korrespondierenden 
Zenitdistanzen zu möglichst genauen Bestimmungen von a, und d, 
(Zeit und Breite), zugleich mit der Erlangung von Bedingungs- 
gleichungen zwischen den Örtern (a und S) der Fixsterne, sowie 
der Sonne, des Mondes und der Planeten, wobei die Bestimmung 
des jeweiligen Mondortes am Himmel wesentlich zur Kenntnis der 
zugehörigen Ortszeit eines ersten oder gemeinsam angenommenen 
Normalmeridians, also in Verbindung mit der Ortszeit a, des Beobachters 
zur Bestimmung der geographischen Länge des Beobachtungsortes 
dient. Bei allen diesen Verwertungen der Zenitdistanzen kann man 
nämlich eine sehr erhebliche Verstärkung des Sicherheitsgrades der 
Ergebnisse gewinnen, wenn man die verschiedenen Objekte zwar in 
möglichst verschiedenen Azimuten, aber in nahezu gleichen Zenit- 
distanzen beobachtet. Diese Gleichheit braucht keine absolute, 
sondern nur. so weit eingehalten zu sein, daß die ^abei noch zu- 
gelassenen unterschiede von der Ordnung der mit den mikrometrischen 
Einrichtungen des Bildfeldes des Fernrohres (Fadennetz und mit 
Mikrometerschrauben bewegliche Fäden), oder von der Ordnung der 
mit den Mikrometerschrauben der Ablesungsmikroskope für die 
Kreiseinteilungen auszumessenden Winkelgrößen, oder auch von der 
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Ordnung der noch innerhalb der Libellenskalen abzulesenden kleinen 
Neigungsunterschiede sind. Ist diese Bedingung erfüllt, dann kann 
man auch annehmen, daß die Einflüsse der Durchbiegungen des 
Fernrohres und des Kreises und auch die noch verbliebenen Mängel 
der Kenntnis der Einteilungsfehler des Kreises auf alle diese Zenit- 
distanzmessungen identisch wirken werden, und daß auch, was 
besonders wichtig ist, die bei der Berücksichtigung der Strahlen- 
brechungswirkungen der Atmosphäre noch obwaltenden Unsicher- 
heiten und Mängel für ganze Beobachtungsreihen in nahe gleichen 
Zenitdistanzen auch bei verschiedenen Azimuten gemeinsam seih 
werden, — vorausgesetzt, daß man die kleinen Unterschiede der 
Zenitdistanzen und die kleinen Veränderungen der meteorologischen 
Umstände innerhalb der ganzen, höchstens wenige Stunden um- 
fassenden Beobachtungsreihe dabei gehörig berücksichtigt. 

Es ist hierbei offenbar erforderlich, die zusammengehörigen 
Beobachtungen und Einstellungen auch in einer und derselben Lage 
des Instrumentes (entweder Lage I oder Lage II) auszuführen, wobei 
dann auch die letzten Verbesserungen der leicht zu bestimmenden 
Näherungswerte von ä und i< (siehe Seite 121 ff.) zusammen mit 
zu den obigen, der ganzen Beobachtungsreihe gemeinsamen Ver- 
besserungen hinzuzufügen sind und dann unter dem summarischen 
Ausdrucke 2J mit allen jenen Unsicherheiten und Mängeln der aus 
den Beobachtungen abgeleiteten Werte von z^ insbesondere auch mit 
den die atmosphärischen Strahlenbrechungswirkungen betreffenden, 
zusammengefaßt werden können. 

Hat man also im Azimut a< von einem Objekt (a»- & öi) zur 
Uhrzeit üi die Zenitdistanz (zi) ermittelt, welche noch mit dem 
Fehleraggregat 3// behaftet sein kann, so daß der wahre, von 
allen Instrumentalfehlern und der Strahlenbrechung völlig gereinigte 
Wert Zi gleich (2,) -f ^^ zu setzen wäre, und hat man dann im 
Laufe weniger Stunden in n verschiedenen Azimuten von n ver- 
schiedenen Objekten solche nahe gleiche Zenitdistanzen gemessen, 
die, abgesehen von den zufälligen Beobachtungsfehlern, sämtlich nur 
noch einer und derselben unbestimmten Verbesserung 2J bedürftig 
sind, so würde man n Gleichungen von der Form haben: 

(Zi) — Zi = — 2"^ + ^ cos 6,sin a, + y cos Oi 

— doi cos ög sin a,- — dSi cos Wi , 

wo i der Reihe nach die Zahlenwerte 1 bis n anzunehmen hätte. 
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Verzichtet man auf die Bestimmang der YerbesseraDgen doi und d6iy 
80 hat man auf der rechten Seite der Gleichungen bloß drei Un- 
bekannte durch die Zahlenwerte der linken Seiten zu bestimmen, 
nämlich außer a und y noch £J, und es geniLgen dann drei Beo- 
bachtungen solcher korrespondierenden oder „gleichen" Zenitdistanzen 
in drei gehörig verschiedenen Azimuten, um as und y frei von £j 
zu ermitteln, also 2/1 zu eliminieren oder hypothetisch zu be- 
stimmen, hypothetisch insofern, als alle drei Unbekannten in aller 
Strenge eigentlich noch von den, zunächst noch beiseite gelassenen, 
letzten Korrektionen der a und S abhängig sind. 

Jene drei Gleichungen würden lauten: 

(«j) — zl= — £d + a cos 6g sin Oj +y cos a^ 
(e,) — zl= — -2'^-l-a: cos ig sin a, +y cos a, 
(2?,) — ^1= — 2J-\-a cos S, sin a, +y cos a, 

Dies ist im vorliegenden Falle die elementare Lösung der be- 
kannten Aufgabe, aus drei ^gleichen" Höhen die Zeit und die 
Breite. mit Elimination der Kenntnis der letzten Verbesserung der 
als „gleich" angenommenen Höhen selber zu ermitteln, einer Auf- 
gabe, die früher mit großer Strenge und goniometrischer Eleganz 
behandelt worden ist. 

Nach allen obigen Darlegungen ist aber die vorstehende, ganz 
elementare Form für alle Beobachtungsumstände, nämlich zugleich 
für die Anwendung der Fehlertheorie, viel geeigneter, als jene 
strenge Form der Lösung der Aufgabe. Es kommt hinzu, daß die 
obige Form auch die unbegrenzte Möglichkeit zur Ausnutzung einer 
homogenen Reihe von einer beliebig großen Anzahl solcher korre- 
spondierender oder „gleicher" Zenitdistanzen in möglichst ver- 
schiedenen Azimuten enthält und dabei auch die Bestimmung be- 
liebiger, einer genaueren Bestimmung noch bedürftiger Unbekannten 
doi und dSi mit hinzuzuziehen gestattet, sowie auch die Bestimmung 
der bezüglichen Korrektionen für die a und S des Mondes, wodurch zu- 
gleich eine unabhängige geographische Längen bestimmung ermöglicht 
wird. 

Für die Zenitdistanzen würde nach obigen Darlegungen bei der 
öfter hervorgehobenen Absicht der vorliegenden Publikation, nur 
die wesentlichen methodischen und didaktischen Grundzüge der 
Astrometrie zu behandeln, kaum etwas wichtiges hinzuzufügen sein» 
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In betreff der Azimute könnte man nun f?anz ähnliche Entwick- schiaßbemer- 
lungen und Vorschläge für die rechnerische Behandlung der Auf- g^chfiich^der 
gäbe zur Erörterung bringen, wofür übrigens auch in den oben zu- rechnenschea 
sammengestellten Gleichungen schon wesentliche Anhaltspunkte derAzimutbe- 
gegeben wären. Indessen liegt die Sache bei den Azimuten wesentlich undin betreff 
anders. Zunächst haben die Gleichungen für den Anschluß der zu ^p^rtsetz^^^^ 
beliebigen Näherungswerten von t, für die Beobachtungsuhrzeiten, der astro- 
gehörenden Näherungswerte von a an solche singulare Werte a„ wie 'Didaktik" 
nach dem obigen die Quadranten und Ok tauten von a, sowie an 
solche a^ welche sich für r, und Wg = ± 90^ mit Vorteil berechnen 
lassen, nicht entfernt die einfache Gestalt, wie oben die Differenzen- 
gleichungen für Jzs-=^z — Zg, Sodann aber haben für die Azimute 
sehr genaue und dabei für eine große Zahl benachbarter Beobachtungen 
besonders ökonomisch eingerichtete Anschlußrechnungen keines- 
wegs dieselbe Bedeutung wie für die Zenitdistanzen, bei denen 
mancherlei astronomische und physikalische Untersuchungen durch 
große und dabei möglichst genau berechnete Beobachtungsreihen 
von 0, zumal auch von Mondzenitdistanzen, sehr erheblich gefördert 
werden können, und bei denen sozusagen unabhängige Beobachtungs- 
werte in jedem Augenblick aus der Lotrichtung abgeleitet werden 
können. Bei deu Azimuten können genauere absolute Werte nur 
von größeren, für längere Zwischenzeiten besonders stetig zu lagernden 
Instrumenten erlangt werden, und dann tritt an Stelle des Azimutes 
der Beobachtungsobjekte das Azimut des Achsenendes K^ also ük 
als eigentliche Unbekannte. Die Gleichungen bekommen dadurch 
auch andere Formen, über welche ich, zugleich mit den Berechnungs- 
formen für die überaus wichtigen korrespondierenden Zenitdistanz- 
messungen bei konstanter, durch Querlibellen zu sichernder Drehungs- 
phase der Achse K (konstantem Winkel V= ZKS) an der oben 
(Seite 108) erwähnten Stelle berichtet habe. 

Übrigens werden für die gewöhnliche Praxis auch bei den Azimut- 
beobachtungen aus den obigen Gleichungen, insbesondere aus den 
auf Seite 141 ff. gegebenen, für das Verfahren mit den Näherungs- 
werten schon genügende Anhaltspunkte hervorgehen. 

Unter Umständen kann man z. B. bei Gruppen von sehr zahl- 
reichen Beobachtungen der Azimute das Verfahren der Singulärwerte 
und der anschließenden Differenzengleichungen auch ganz vorteil- 
haft für die Hilfsgrößen, z. B. für B und tang iV (Seite 147), zur An- 
wendung bringen. 
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Hiermit möge dieses erste Heft meines Buches über Astrometrie 
seinen Abschluß finden. Die nächste Fortsetzung wird sich wesent- 
lich mit der allgemeinen didaktischen Darlegung der sphärischen 
Koordinatenänderungen durch die Lagenänderungen der Fixpunkte 
an der Sphäre, sowie mit den anderen Ursachen und Formen von 
scheinbaren Ortsveränderungen der Gestirne an der Sphäre be- 
schäftigen und den Übergang auf die Zeit- und Raummessungen 
machen. 
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